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Pendaluluan

Masalah nyata dalam kehidupan sehari-hari dapat
disusun dalam bentuk model matematika untuk
mempermudah pencarian solusi. Berikut ini disajikan
contoh permasalahan yang dapat dimodelkan secara
matematis.

Perhatikan gambar berikut!

Gambar 1. Labirin Tikus
(Sumber: Larson, 2009)

Gambar 1 adalah suatu labirin tikus yang berisi koridor
makanan. Misalkan seekor tikus dimasukkan ke dalam
labirin, berapakah peluang bahwa tikus akan muncul di
koridor makanan jika dimulai dari persimpangan ke-i?
Permasalahan ini diselesaikan dengan terlebih dahulu
melakukan pemodelan matematika, dimana dimisalkan
peluang menang (mendapatkan makanan) dimulai di
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persimpangan yang diwakili oleh p;. Kemudian kita
membentuk persamaan linier yang melibatkan p; dan
peluang terkait dengan persimpangan yang berbatasan
dengan persimpangan ke-i. Misalnya, di persimpangan
pertama tikus memiliki peluang ¥4 memilih jalan ke
kanan atas dan gagal, peluang %4 memilih jalan ke kiri
atas dan gagal, peluang ¥4 memilih jalan ke kanan
bawah (dimana titik itu memiliki peluang p; menang),
dan peluang ¥4 memilih jalan ke kiri bawah (dimana
titik itu memiliki peluang p- menang). Berdasarkan
penalaran yang sama, diperoleh 10 peluang yang
ditunjukkan dalam sistem persamaan berikut:

1 1 1 1
P1 :Z(O) +Z(O) T P2+ 3
1 1 1 1 1
P2 =7(0) +_p1+_P3+_Pst:Ps
1 1 1 1
P1o :Z(O) +Z(1) +2Ps T P9

Sistem persamaan tersebut merupakan model
matematika dari permasalahn labirin.

Penentuan solusi dari suatu model matematika
dapat dilakukan secara analitik atau numerik.
Penyelesaian secara analitik menggunakan metode
analitik dalam menghasilkan solusi dan umumnya
metode ini dilakukan pada model yang sederhana.
Solusi yang dihasilkan pada metode analitik adalah
solusi eksak (solusi sebenarnya). Penyelesaian secara
numerik menggunakan metode numerik dalam
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menghasilkan solusi dan umumnya dilakukan pada
model yang lebih kompleks dengan persamaan
berderajat tinggi dan tidak linier. Metode numerik
adalah teknik untuk merumuskan permasalahan
matematika agar dapat diselesaikan dengan operasi
aritmatika, dimana solusi yang diperoleh melalui
metode ini berupa solusi hampiran (aproksimasi).
Salah satu contoh permasalahan yang dapat
diselesaikan secara numerik adalah permasalah labirin
tikus diatas, dimana permasalahan tersebut
menghasilkan model matematika berupa sistem
persamaan yang besar. Beberapa permasalah yang
dapat diselesaikan menggunakan metode numerik,
yaitu:

v" Mencari akar-akar persamaan

Menyelesaikan persamaan non linier
Menyelesaikan persamaan simultan
Menyelesaikan diferensial dan integral

Mencari suatu nilai di antara titik data yang
diketahui (interpolasi)

v" Menyelesaikan persamaan diferensial

AN N NN

Metode numerik melibatkan banyak iterasi untuk
memperoleh nilai hampiran yang tepat, sehingga dalam
implementasi metode ini perlu melibatkan alat
komputasi berupa kalkulator atau komputer. Terdapat
beragam program komputer yang dapat digunakan
dalam menunjang implementasi metode numerik,
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misalnya Matlab, Maple, Mathematica, Microsoft Excel,

dan

lain-lain. Secara umum, langkah-langkah

penyelesaian metode numerik adalah:

1)
2)
3)
4)

5)

Identifikasi masalah

Memodelkan masalah secara matematis
Identifikasi metode numerik yang diperlukan
untuk menyelesaikan masalah

Melakukan perhitungan sesuai langkah-langkah
metode (implementasi metode)

Analisis hasil akhir dan simpulan



X
BAB 1
GALAT (ERROR)

Tujuan: “Don’t worry about
Mahasiswa mampu failure, you only have
menguasai konsep to be right once”
teoretis mengenai (Drew Houston-
galat/error. penemu Dropbox)

1.1 Definisi

Penyelesaian secara numerik dari suatu
persamaan matematika merupakan nilai hampiran/
aproksimasi yang mendekati nilai eksak (nilai
sebenarnya) dari penyelesaian analitik. Hal ini
menandakan, dalam penyelesaian numerik tersebut
terdapat galat (error) terhadap nilai eksak yang disebut
dengan galat numerik. Galat numerik adalah besaran
yang merupakan selisih antara nilai hampiran dengan
nilai eksak.
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1.2 Tipe Galat

Tipe galat dapat digolongkan dalam 3 tipe, yakni
galat bawaan/inherent error, galat pembulatan/round-
of error, dan galat pemotongan/ truncation error
(Triatmodjo, 1992).

1)  Galat Bawaan (inherent error)

Galat bawaan terjadi karena kekeliruan dalam
menyalin data ataupun salah membaca skala. Galat ini
juga dapat disebabkan karena penggunaan suatu
metode numerik yang menghasilkan perhitungan
numerik yang sebagian besar tidak eksak.

2)  Galat pembulatan (round-of error)

Galat pembulatan terjadi karena tidak
diperhitungkannya beberapa angka terakhir dari suatu
bilangan. Sebagai contoh 3,1415926 dapat dibulatkan
menjadi 3,14. Galat pembulatan juga dapat terjadi
karena adanya kesalahan dalam pembulatan.

3) Galat pemotongan (truncation error)

Galat pemotongan terjadi karena tidak
dilakukannya hitungan sesuai dengan prosedur
matematis yang benar.

Contoh. Suatu fungsi dapat dipresentasikan dalam
bentuk deret tak terhingga, misalkan:

3 5 7
sinx=0+x+0—=+0+=+0—>+-
3! 5! 71
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. x3 x5 x7 .
sinx = x — = + it + -+ dimana x dalam

radian.

Persamaan ini terbentuk berdasarkan ekspansi
deret Taylor, yakni:

—_ 2
f(xo) + f'(x0)(x — x¢) +f”(x0)%+ .
f™(xo) —(x_;:,(’)n + ---dimana x, = 0 karena deret berpusat

di titik nol.

Nilai eksak dari sin x diperoleh apabila semua suku dari
deret tersebut diperhitungkan. Namun memperhitung-
kan semua suku sampai tak terhingga memerlukan
proses yang panjang dan sulit, sehingga diperhitungkan
beberapa suku pertama saja. Hal ini menyebabkan
hasilnya tidak sama dengan nilai eksak dan
memunculkan suatu galat pemotongan. Galat ini terjadi
karena suatu proses tak terhingga diganti dengan
proses hingga.

1.3 Jenis Galat

Jenis galat dapat dikelompokkan dalam 2 jenis,
yakni galat mutlak dan galat relatif.

1.  Galat mutlak (&)
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Galat mutlak adalah selisih numerik antara besar
nilai eksak dengan nilai hampiran. Galat mutlak dapat
dirumuskan sebagai berikut:

&, = nilai eksak — nilai hampiran

Perhitungan galat mutlak ini disajikan pada contoh
berikut:

Misalkan sekelompok siswa melakukan penguku-
ran pada kawat dan pensil. Salah seorang anak
memperoleh hasil pengukuran sebatang kawat adalah
99 cm, padahal panjang sebenarnya adalah 100 cm.
Hasil pengukuran panjang kawat ini menghasilkan
selisih nilai dengan panjang sebenarnya, yakni sebesar
1 cm. Di satu sisi, seorang anak yang mengukur panjang
pensil memperoleh hasil bahwa panjang pensil adalah
9 cm, padahal panjang sebenarnya adalah 10 cm. Hasil
pengukuran ini pun menghasilkan selisih nilai dengan
panjang sebenarnya, yakni sebesar 1 cm.

Berdasarkan contoh tersebut terlihat bahwa
terjadi galat pengukuran yang besarnya sama-sama 1
cm. Galat 1 cm pada pengkuran pensil lebih berarti
daripada 1 cm pada pengukuran kawat. Akan tetapi jika
tidak terdapat informasi panjang sebenarnya, maka
galat pengukuran kawat dan pensil dianggap sama saja.
Oleh karena itu, perhitungan galat mutlak ini memiliki
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kelemahan karena tidak menjelaskan seberapa besar
galat jika dibandingkan dengan nilai sebenarnya.
Dengan kata lain, perhitungan galat mutlak ini tidak
memperhatikan tingkat besaran/satuan dari nilai yang
diperiksa.

2.  Galat Relatif (&,)

Perhitungan pada galat relatif dapat mengatasi
kelemahan galat mutlak, yakni dengan menormalkan
galat mutlak terhadap nilai eksak sehingga tingkat
besaran dari nilai yang diperiksa dapat diperhitungkan.
Galat relatif dapat dirumuskan sebagai berikut:

nilai eksak—nilai hampiran

&, =
t nilai eksak

Persentase galat relatif dirumuskan sebagai berikut:

nilai eksak—nilai hampiran

%et = X 100%

nilai eksak

Pada metode numerik, nilai eksak hanya akan
diketahui jika fungsi yang ditangani dapat diselesaikan
secara eksak. Oleh karena itu, alternatif untuk
menormalkan  galat mutlak adalah  dengan
menggunakan hampiran terbaik. Berikut adalah rumus
alternatif dari galat relatif:

o = nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya
¢ =

nilai hamniran cakaranc
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Hasil perhitungan pada galat dapat bernilai positif
atau negatif. Jika nilai hampiran sebelumnya lebih
besar dari nilai hampiran sekarang (nilai hampiran
lebih besar dari nilai eksak), maka galatnya negatif, dan
sebaliknya. Dalam metode numerik, umumnya
disyaratkan |g;| < &,.

1.4 Contoh Perhitungan Galat
Hitung kesalahan yang terjadi dari nilai sinx
dengan x = 1,5708, apabila hanya diperhitungkan 4
suku pertama dari deret
3 5
Snx=0+x+0-240+2 40—+
3! 5! 7!
dimana x dalam radian.
Diketahui bahwa nilai eksak sin 1,5708 = 1.
Solusi.
v Nilai sin x dengan x = 1,5708:
3
sinx = x — - sin1,5708 = 1,5708 —

3
(LST08) _ 0,924831371

v' Kesalahan yang terjadi:

nilai eksak—nilai hampiran

€ = nilai eksak * 100%
o g = 0 X 100% = 7,516863%
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v" Tlustrasi:

1 (1.57,1) A
1 == — & _
(157,092~ sin(x)
“
05 °
| kS
x2 "
5
S ——
3! N\
. Ay
0 'os " 15 2 I\2'5
A
\
05| '
%

Gambar 1.1 Perkiraan Nilai Fungsi sin x

Gambar 1.1 memberikan ilustrasi mengenai posisi nilai
eksak (titik A) dan nilai hampiran (titik B) dengan galat
sebasar 7,516863%
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RANGKUMAN

1. Galat numerik adalah besaran yang merupakan
selisih antara nilai hampiran dengan nilai eksak.

2. Tipe-tipe galat, yakni:

a.

Galat Bawaan (inherent error), yakni galat
yang terjadi karena kekeliruan dalam
menyalin data, salah membaca skala, dan
penggunaan suatu metode numerik yang
menghasilkan perhitungan numerik yang
sebagian besar tidak eksak.

Galat pembulatan (round-of error), yakni
galat yang terjadi  karena @ tidak
diperhitungkannya beberapa angka terakhir
dari suatu bilangan.

Galat pemotongan (truncation error), yakni
galat yang terjadi karena tidak dilakukannya
hitungan sesuai dengan prosedur matematis
yang benar.

3. Jenis-jenis galat, yakni:

a.

Galat mutlak (&), yakni selisih numerik
antara besar nilai sebenarnya dengan nilai
hampiran. Rumus galat mutlak adalah & =
nilai eksak
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b. Galat Relatif (&), yakni perhitungan galat
dengan menormalkan galat mutlak terhadap
nilai eksak sehingga tingkat besaran dari
nilai yang diperiksa dapat diperhitungkan.
Rumus galat relatif adalah
nilai eksak—nilai hampiran

&, =
t nilai eksak atau

__ nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya

nilai hampiran sekarang

Persentase galat relatif adalah  %e, =

nilai eksak—nilai hampiran

X 100%

nilai eksak

Dalam metode numerik, umumnya disyaratkan
|e¢| < &s.



Pengantar Metode Numerik

LATIHAN

1.  Diketahui x = % ~ 3,14159265 ...dan y = é ~

0,31818181 ...
Tentukan nilai eksak dan nilai hampiran dari x —
y.

2.  Misalkan a = nilai eksak. Tentukan galat mutlak
dan galat relatif dari nilai berikut:
a a=3a =0111

22, _ 314

b. a= —a =10

3. Tuliskan ekspansi deret Taylor untuk fungsi
cos x. Kemudian hitung kesalahan yang terjadi
dari nilai cosx dengan x =1,0472 (x dalam

radian), apabila hanya diperhitungkan 4 suku
pertama dari deret Taylor.

Y - P—



X
BAB 2

SOLUSI PERSAMAAN NON-
LINIER

Tujuan:

¥ Mahasiswa mampu
menerapkan pemikiran
logis, kritis, dan sistematis
dalam memahami konsep
teoretis metode numerik
yang terkait dengan
penentuan solusi
persamaan non-linier.

¥ Mahasiswa menunjukkan
kinerja mandiri dan rasa . g et
tanggung jawab dalam ”
menerapkan konsep <
teoretis metode numerik
dalam menyelesaikan soal
yang terkait dengan
penentuan solusi
persamaan non-linier.

“Indivudually, we are
one drop. Together we
are an ocean”
(Ryunosuke Satoro-
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2.1 Pencarian Akar (Akar-Akar Persamaan)

Akar (pembuat nol) dari suatu fungsi adalah nilai-
nilai dari variabel bebas yang membuat fungsi bernilai
nol. Tentunya mudah untuk menentukan akar dari
fungsi linier f(x) = ax + b. Untuk fungsi non-linier,
akar dari fungsi dapat diselesaikan dengan beberapa
metode analitik, misalnya memfaktorkan, melengkapi
kuadarat, dan rumus abc yang dirumuskan dengan
_ —b+Vb2-4ac

2a

X

Metode-metode ini dapat diterapkan pada
persamaan non-linier berderajat dua dengan bentuk
f(x) = ax? + bx + c.

Beberapa bentuk persamaan non-linier dengan
derajat lebih dari dua dapat diselesaikan dengan
menggunakan metode Horner. Namun, terkadang
ditemukan kesulitan untuk mendapatkan akar dari
fungsi non-linier dengan derajat lebih dari dua. Oleh
karena itu, diperlukan suatu metode numerik untuk
menghampiri nilai akar fungsi berderajat tinggi.
Beberapa contoh bentuk fungsi non-linier dengan
derajat lebih dari dua, yakni:

f(x) = 24x7- 12x® + 1,25x* + 5x3- 120x2 —
x + 100

f(x) =sinx —x+0,5

f(x) =sin?x —x? -1
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Selanjutnya akan dibahas metode numerik yang dapat
digunakan untuk mencari akar persamaan non-linier.

2.2 Metode Pencarian Akar

Metode pencarian akar pada metode numerik
dikelompokkan menjadi dua, yakni: metode pengurung
dan metode terbuka. Pada metode pengurung ini
terdapat beberapa metode numerik, diantaranya adalah
Metode Bagi Dua (Bisection Method) dan Metode
Interpolasi Linier/Posisi Palsu (False Position
Method). Sedangkan metode numerik yang tergolong
dalam metode terbuka adalah Metode Newton-
Raphson dan Metode Garis Potong (Secant Method).

1. Metode Pengurung

Tebakan akar dalam metode pengurung selalu
berada "dalam kurung" atau berada pada kedua sisi dari
nilai akar dan diperlukan dua tebakan awal untuk
menentukan nilai hampiran akar persamaan. Metode
pengurung ini memiliki keunggulan, yakni iterasi yang
terjadi pasti konvergen (makin lama makin mendekati
nilai sebenarnya). Akan tetapi hal ini juga
menimbulkan adanya kelemahan, yakni kekonver-
genan terjadi dalam proses iterasi relatif lambat.

Kekonvergenan pada metode pengurung pasti
terjadi dikarenakan metode ini didasari oleh suatu
teorema yang dapat menjadi filter dalam penentuan
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tebakan awal, sehingga tebakan awal tidak
sembarangan ditentukan. Teorema yang dimaksud
adalah:

Diketahui f: [x,, x;,] - R adalah kontinu,
dimana x,, x; € Rdan x, < x;.

Jika f(x,).f(xp) < 0,

maka terdapat x. € (x4, xp)

sedemikian sehingga f(x,) = 0

Teorema ini bermakna bahwa suatu persamaan
f(x) =0 dimana f(x) adalah fungsi kontinu riil,
memiliki paling sedikit satu akar persamaan diantara
xq, dan x;, jika f(x,). f(xp) < 0 (Kaw, 2011).

2. Metode Terbuka

Pada metode terbuka, pencarian nilai hampiran
akar persamaan dimulai dari suatu nilai tunggal
variabel bebas, atau dua nilai yang tidak perlu
mengurung akar. Kondisi ini menimbulkan adanya
kelemahan dalam metode terbuka, yakni iterasi yang
terjadi tidak selalu konvergen. Hal ini dikarenakan
pada metode terbuka tidak terdapat aturan yang
menjadi filter dalam menentukan tebakan awal
(tebakan awal ditentukan sembarang). Akan tetapi jika
tebakan awal yang dipilih tepat, maka iterasi yang
terjadi pada metode terbuka akan konvergen dan
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konvergensinya terjadi lebih cepat daripada metode
pengurung.

2.3 Metode Grafik

Metode sederhana yang dapat digunakan untuk
menentukan nilai hampiran akar adalah dengan
menggunakan metode grafik. Metode grafik dapat
digunakan untuk memperoleh tebakan awal maupun
pencarian akar persamaan jika grafik fungsinya dapat
digambarkan dengan mudah. Akan tetapi metode ini
memiliki kelemahan, yakni tebakan awal kurang akurat
dikarenakan tebakan berbeda oleh setiap orang.

Ada dua metode grafik yang dapat dilakukan
untuk mendapatkan tebakan awal dari akar persamaan
f(x) = 0, yakni:

a) Metode Grafik Tunggal

Pada metode grafik tunggal, tebakan awal dipilih
yang dekat dengan absis (sumbu X) dari titik
perpotongan atau akar persamaan f(x) = 0.

Contoh:

Tentukan lokasi akar dan tebakan awal untuk akar
persamaan fungsi f(x) = x3+x -1
Solusi:
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0.5

-0.54

Gambar 2.1 Grafik fungsi f(x) = x3 +x -1

Berdasarkan gambar 2.1 terlihat bahwa titik
potong dengan absis terjadi pada interval [0,5,1],
sehingga tebakan awal untuk akar persamaan f(x) =
x3 4+ x —1 dapat dipilih beberapa titik yang cukup
dekat dengan interval tersebut.

b)Metode Grafik Ganda

Metode grafik ganda digunakan untuk persamaan
fungsi f(x) =0 yang penjabaran fungsinya dapat
didekomposisi menjadi pengurangan dua buah fungsi,
yaitu f(x) = fi(x) — f,(x) =0. Pada metode ini,
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tebakan awal dipilih cukup dekat dengan absis titik
perpotongan kedua fungsi yaitu f;(x) dan £, (x).

Contoh:

Tentukan lokasi akar dan tebakan awal untuk akar
persamaan fungsi f(x) = x — cosx

Solusi:

Fungsi f(x) = x — cosx dapat didekomposisi menjadi
pengurangan dua buah fungsi, yaitu f(x) = f;(x) —
f2(x) dengan f;(x) = x dan f,(x) = cosx

Fungsi ini dapat digambarkan sebagai berikut:

1.54

filx)=x

f(x) =cosx

-0.64

Gambar 2.2 Grafik fungsi f,(x) = x dan f,(x) =
COS X
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Berdasarkan gambar 2.2 terlihat bahwa fungsi
fi(x) dan f,(x) saling berpotongan di titik A. Nilai
absisnya merupakan perkiraan akar dari fungsi f(x) =
x — cos x, di mana perkiraan akar berada pada interval
[0,5,1].

2.4 Metode Bagi Dua (Bisection Method)

Metode bisection mengasumsikan bahwa fungsi
f (x) bernilai riil dan kontinu pada interval [x,, x;] serta
f(x,) dan f(x,) Dberlawanan tanda, artinya
f(xz).-f(x) < 0. Karena asumsi tersebut maka
kemungkinan terdapat minimal satu akar pada interval
[x4 xp] . Terdapat beberapa kemungkinan lainnya,
yakni:

a) Jika f(x,).f(xp) < 0, kemungkinan akar (x.) di
dalam interval [x,, x;]

b) Jika f(x,). f(xp) > 0, kemungkinan akar (x.) di
luar interval [xg, x|

Pada metode Dbisection, nilai x4 x,, x.
menunjukkan akar sedangkan f(x,), f(xp), f(x.)
menentukan posisi akar. Dalam hal ini nilai x, dan
xpadalah terkaan awal yang cukup dekat dengan akar
(gunakan interval [x,, x;] sekecil mungkin), sehingga
konsep penting yang perlu diperhatikan dalam metode
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bisection adalah mencari akar diantara x, dan x,
sehingga nilai f(x) mendekati/ sama dengan o.

Ide metode bisection adalah interval selalu dibagi
dua sama lebar. Jika fungsi berubah tanda sepanjang
suatu subinterval, maka letak akarnya kemudian
ditentukan ada di tengah-tengah subinterval.

Mlustrasi:

v

=]
————
Fad
[l

Gambar 2.3 Metode Bisection

Keterangan gambar:

Nilai x, dan x; adalah nilai hampiran awal

Nilai x. adalah nilai hampiran baru yang tepat berada
diantara x, dan x,

Nilai x.; adalah nilai hampiran iterasi 1

Nilai x., adalah nilai hampiran iterasi 2

Berdasarkan Gambar 2.3, dapat dijabarkan
langkah-langkah metode bisection, yakni:
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Pilih x, dan x;, sebagai nilai hampiran awal.
Kemudian periksa apakah benar f(x,).f(x;) < 0
Cari nilai hampiran baru (x.) dengan rumus:

_ Xqt+Xp

)

Rumus tersebut didasarkan ide dari metode

bisection, yakni x.tepat berada diantara x, dan

Xp-

Lakukan evaluasi untuk menentukan pada

interval mana akar berada dengan menggunakan

kriteria berikut:

a) Jika f(xg).f(x.) < 0 : akar berada pada
bagian interval bawah, maka x, = x, dan
kembali ke langkah 2. Pada kondisi ini akar di
daerah interval x,dan x,.

b) Jika f(xg).f(x.) > 0 : akar berada pada
bagian interval atas, maka x, =x. dan
kembali ke langkah 2. Pada kondisi ini akar di
daerah interval x;, dan x,

c¢) Jika f(x,).f(x.) = 0: akar setara dengan x_,
hentikan perhitungan.

Terdapat beberapa kriteria penghentian iterasi,

diantaranya:

Jika galat relatif (& ) sudah lebih kecil dari
toleransi (€) yang diberikan:
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*cparu " ¥Clama

lee] = *cparu = ¢

2. Jika iterasi sudah mencapai iterasi maksimal:
Nmaks = N

3. Jika nilai fungsi hampirannya sudah lebih kecil
dari toleransi yang diberikan: |f(x.)| < &

Contoh 1:

1) Carilah salah solusi dari persamaan: x> —3 =0
dengan solusi analitik!
Solusi:
x2-3=0eox*=3
© x = +V3 = +1,732051
Berdasarkan solusi analitik diperoleh akar
persamaan adalah 1,732051 yang merupakan nilai
eksak.

2) Carilah salah solusi dari persamaan: x> —3 =0

dengan metode bisection pada interval [1,2]
dengan 5 iterasi!
Solusi:
Iterasi o (Perhitungan awal).
v' Diketahui f(x) = x? — 3 dengan x, = 1 dan
xp = 2, sehingga diperoleh:
flxg) =x,2-3=12-3=-2
flxp) =x,2—3=22-3=1
dimanaf (x,). f(x,) < 0
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Penentuan nilai hampiran baru (x.) , yakni:

x =xa+xb=1+2=§=15
¢ 2 2 2 ’

denganf(x.) = x,2 —3 = (1,52 -3 =-0,75
Penentuan interval baru, yakni:

flxg). f(x,) =—-2%x-0,75=1,5> 0, maka
Xg = X

Diperoleh interval baru, yakni [1,5,2]
dimana x, = 1,5dan x;, = 2

Penentuan galat, yakni:

Diketahui bahwa solusi eksak dari
persamaan: x?—3 =0 adalah 1,732051,

maka galat ditentukan sebagai berikut:
nilai eksak—nilai hampiran|

|€t| =

nilai eksak

| 1,732051-1,5

| — 0,133975
1,732051

Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama).

v

Diketahui interval baru [1,5,2] dimana x, =

1,5 dan x;, = 2 dengan

flxg) =x,2-3=(15)2%-3=-0,75

flxp) =x,2—3=22-3=1

dimanaf (x,).f(x,) < 0

Penentuan nilai hampiran baru (x.) , yakni:
_ XatXp __ 1,5+2

— =175

¢ 2 2

dengan flx,) =x.2-3=(1,75)?-3 =

0,0625
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v

1,732051-1,75
1,732051

Penentuan interval baru, yakni:
F(x). f(xe) = —0,75 x 0,0625 =
—0,04688 < 0, maka x;,, = x_
Diperoleh interval baru, yakni [1,5,1,75]

dimana x, = 1,5dan x;, = 1,75

Penentuan galat, yakni:

lec| =

Langkah-langkah yang

nilai eksak—nilai hampiran

nilai eksak

| = 0,010363

sama dilakukan
untuk iterasi 2 hingga iterasi 5, sehingga diperoleh
hasil iterasi sebagai berikut:

n| x, Xp Xc Fxa) | fOep) | f(x) | f(xa)-f(] el
0,133
0 1 2 1, -2 1 -0, 1,
5 75 5 975
1| 1,5 2 1,75 -0,75 1 0,062 o) 0;168 0,010
) , ) 5 ) - 363
2| N I 0,06 | A 0,2695 | 0,061
) 75 ,025 »75 25 »359 31 806
38
1,62 | 1, | 1,68 A 0,06 ) 0,0 0,02
31 5 75 5 " | oaso o5 | 152 4247 7225
38 34
1,68 1, 1,718 ) 0,06 A 0,0069 | 0,007
Yoas | s s | U] a5 | 9B 92 679
34 9
5 1,71 1, o (;45 0,06 | 0,008 o 0;)03 0,001
875 | 75 ’ 0 25 057 ’ ; 342
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Berdasarkan tabel hasil iterasi diperoleh
akar persamaan adalah 1,734375 dengan galat
relatifo,001342.

Carilah salah solusi dari persamaan: x2 —3 =0
dengan metode bisection pada interval [1,2]
dengan toleransi 0,0001!

Solusi:
Iterasi o (Perhitungan awal).

v Diketahui f(x) = x> — 3 dengan x, = 1 dan
xp = 2, sehingga diperoleh:
flxg) =x,2-3=12-3=-2
flxp) =x,2—3=22-3=1
dimanaf (x,). f(x,) < 0

v" Penentuan nilai hampiran baru (x.) , yakni:
Xqt+Xx 1+2 3
C:—a b:—:—:l,s
2 2 2

denganf (x.) = x,2 —3 = (1,5)2 -3 =-0,75

v' Penentuan interval baru, yakni:
flxg). f(x,) =—-2%x-0,75=1,5> 0, maka
Xog = X
Diperoleh interval baru, yakni [1,5,2]
dimana x, = 1,5dan x;, = 2

v' Penentuan galat, yakni:
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Diketahui bahwa solusi eksak dari
persamaan: x?—3 =0 adalah 1,732051,
maka galat ditentukan sebagai berikut:

|€ | __ |nilai eksak—nilai hampiran

et nilai eksak -

1,732051-1,5

[FEEE8) = 0,133975
1,732051

Diperoleh bahwa galat lebih besar dari
toleransi, yakni 0,133975 > 0,0001 sehingga
dilakukan pengulangan perhitungan
(dilanjutkan ke iterasi 1).

Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama).

v

Diketahui interval baru [1,5,2] dimana x, =
1,5 dan x;, = 2 dengan

f(xg) =x,2—3=(15)2-3=-075

flxp) =x,2—3=22-3=1
dimanaf (x,). f(x,) < 0

Penentuan nilai hampiran baru (x.) , yakni:
dengan flx) =x.2—-3=(175)?-3 =
0,0625

Penentuan interval baru, yakni:

F(x). f(xe) = —0,75 x 0,0625 =
—0,04688 < 0, maka x;,, = x,
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Diperoleh interval baru, yakni [1,5,1,75]
dimana x, = 1,5 dan x;, = 1,75

Penentuan galat, yakni:

lec| =

| 1,732051-1,75

nilai eksak—nilai hampiran

1,732051
Diperoleh bahwa galat lebih besar dari
toleransi, yakni 0,010363 > 0,000 sehingga
dilanjutkan ke iterasi 2.

Langkah-langkah yang sama dilakukan untuk
iterasi 2 dan iterasi selanjutnya hingga diperoleh
galat lebih kecil dari toleransi, sehingga diperoleh
hasil iterasi sebagai berikut:

nilai eksak

| = 0,010363

Xa xp X fxa) | fGxp) | fx) | fxa)-fCxo) €| tol

0 1 2 15 -2 1 -0,75 1,5 0,133975

1 15 2 1,75 -0,75 1 0,0625 -0,04688 0,010363 | 0,0001
2 15 1,75 1,625 -0,75 0,0625 |-0,35938 0,269531 0,061806 | 0,0001
3 1,625 1,75 1,6875 |-0,35938| 0,0625 |-0,15234 0,054749 0,025722 | 0,0001
4 1,6875 1,75 1,71875 |-0,15234 | 0,0625 | -0,0459 0,006992 0,007679 | 0,0001
5 |1,71875 1,75 1,734375| -0,0459 | 0,0625 (0,008057 -0,00037 0,001342 | 0,0001
6 | 1,71875 |1,734375 | 1,726563 | -0,0459 | 0,008057|-0,01898 0,000871 0,003169 | 0,0001
7 |1,726563 |1,734375 | 1,730469 |-0,01898 | 0,008057 |-0,00548 0,000104 0,000914 | 0,0001
8 [1,730469 |1,734375 | 1,732422|-0,00548 | 0,008057|0,001286 -7E-06 0,000214 | 0,0001
9 |1,730469 |[1,732422 | 1,731445|-0,00548 | 0,001286| -0,0021 1,15E-05 0,00035 | 0,0001
10 |1,731445 |1,732422 - -0,0021 | 0,001286|-0,00041 8,51E-07 6,78E-05 | 0,0001
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Berdasarkan tabel hasil iterasi diperoleh akar
persamaan adalah 1,731934 pada iterasi ke-10
karena nilai galat relatif sudah lebih kecil dari
toleransi yang diberikan, sehingga iterasi
dihentikan.

Berdasarkan hasil pada no 1), 2), dan 3) diperoleh
nilai eksak 1,732051, sedangkan dengan metode
bisection yang menggunakan 5 iterasi diperoleh hasil
1,734375 dan dengan menggunakan toleransi 0,0001
diperoleh hasil 1,731934. Terlihat bahwa terdapat
sedikit perbedaan hasil antara solusi analitik dengan
solusi numerik. Perbedaan inilah yang disebut dengan
galat (error). Terlihat juga bahwa hasil dengan metode
bisection yang menggunakan 5 iterasi dengan yang
menggunakan toleransi 0,0001 terdapat perbedaan,
dimana hasil yang menggunakan toleransi lebih
mendekati solusi eksak. Dalam hal ini toleransi adalah
batas kesalahan yang boleh dilakukan dalam
menyelesaikan suatu metode numerik, sehingga
disyaratkan: galat relatif < toleransi = |&| < &

Contoh 2:

1)  Carilah salah satu akar dari persamaan: f(x) =
x3 4+ 4x? - 10 pada interval [1,2] dengan 10
iterasi!

Solusi:

Iterasi o (Perhitungan awal).
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Diketahui f(x) = x3 +4x?2 —10 dengan
x, = 1dan x;, = 2, sehingga diperoleh:
flxg) =x3+4x,2—10=13+4(1%) -

10 = -5

flxp) = xp3 + 4x,% — 10 = 23 + 4(2%) -

10 =14

dimana f(x,).f(x,) < 0

Penentuan nilai hampiran baru (x.) , yakni:

Xqt+Xx 1+2 3
C=—a b:—:—:l,S
2 2 2

dengan f(x.) = x.3 +4x.2—10 = (1,5)3 +
4(1,5%) — 10 = 2,375

Penentuan interval baru, yakni:

Flxn). f(x) = —=5%2375=—-11,875<0 ,
maka x;, = x,

Diperoleh interval baru, yakni [1,1,5]
dimana x, = 1dan x;, = 1,5

Penentuan galat, yakni:

Pada perhitungan awal ini tidak diketahui
solusi eksak dari persamaan x3 + 4x% —
10 =0 dan tidak diketahui juga nilai
taksiran akar sebelumnya sehingga
perhitungan galat belum dapat dilakukan.
Karena f(x.) # 0, maka akar belum setara
dengan Xc sehingga perhitungan
dilanjutkan ke iterasi 1.
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Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama)

v

Diketahui interval baru [1,1,5] dimana x, =
1dan x;, = 1,5 dengan

flxe) = x3 +4x,2 —10 =13 +4(1%) —

10 = -5

flxp) = xp% +4x,%2 —10 = (1,5)% +

4(1,52) — 10 = 2,375

Dimana f(x,). f(x,) < 0

Penentuan nilai hampiran baru (x.) , yakni:
_ xa_+xb _ 1+1,5

Xe = 2 S = 1,25

dengan
fx.) = x3 +4x.2 — 10 = (1,25)% +
4(1,25%) — 10 = —1,79688

Penentuan interval baru, yakni:

F(x) f(x) = —=5x0—1,79688 =

8,984375 > 0, maka x, = x,

Diperoleh interval baru, yakni [1,25,1,5]
dimana x, = 1,25 dan x;, = 1,5

Penentuan galat, yakni:

Pada perhitungan awal telah diperoleh nilai
hampiran akar adalah 1,5 maka galat
ditentukan sebagai berikut:



& |

nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya
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| 1,25-1,5
1,25

nilai hampiran sekarang

0,2

Langkah-langkah yang sama dilakukan untuk iterasi 2
hingga iterasi 10, sehingga diperoleh hasil iterasi

sebagai berikut:

R x ) | fo) | faD | fOdf )| led

0 1 2 1,5 -5 14 2,375 -11,875

1 1 1,5 1,25 -5 2,375 -1,79688 8,984375 0,2

2 1,25 1,5 1,375 -1,79688 2,375 0,162109 -0,29129 0,090909
3 1,25 1,375 1,3125 -1,79688 | 0,162109 -0,84839 1,524448 0,047619
4 1,3125 1,375 1,34375 -0,84839 | 0,162109 -0,35098 0,29777 0,023256
5 1,34375 | 1,375 1,359375 | -0,35098 | 0,162109 -0,09641 0,033838 0,011494
6 [1,359375| 1,375 1,367188 | -0,09641 | 0,162109 | 0,032356 -0,00312 0,005714
7 [,3593751[,367188 | 1,363281 | -0,09641 | 0,032356 -0,03215 0,0031 0,002865
8 [1,3632811,367188 | 1,365234 | -0,03215 | 0,032356 7,2E-05 -2,3E-06 0,001431
9 [1,3632811[,365234 | 1,364258 | -0,03215 7,2E-05 -0,01605 0,000516 0,000716
10 [1,3642581,365234 i -0,01605 7,2E-05 -0,00799 0,000128 0,000358

Berdasarkan tabel hasil iterasi diperoleh akar

persamaan
relatifo,000358.

adalah

1,364746 dengan galat

Carilah salah satu akar dari persamaan: f(x) =
x3 4+ 4x? — 10 pada interval [1,2] dengan toleransi

0,0001!

Solusi:
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Iterasi o0 (Perhitungan awal).

v

Diketahui f(x) = x3 +4x?—10 dengan

x, = 1dan x;,, = 2, sehingga diperoleh:

flxg) = x3+4x,2 —10 =13 + 4(1%) —

10 = -5

flxp) = xp3 + 4x,%2 — 10 = 23 + 4(2%) -

10 = 14

dimana f(x,). f(x,) < 0

Penentuan nilai hampiran baru (x.) , yakni:
_ Xgtxp _ 142

3
¢ 2 2 2 ’

dengan f(x.) = x.3 +4x.2—10 = (1,53 +
4(1,52) — 10 = 2,375

Penentuan interval baru, yakni:

flxg). f(x,) =—-5x%x2375=-11,875<0
maka x;, = x,

Diperoleh interval baru, yakni [1,1,5]
dimana x, = 1danx, = 1,5

Penentuan galat, yakni:

Pada perhitungan awal ini tidak diketahui
solusi eksak dari persamaan x3 + 4x2 —
10 =0 dan tidak diketahui juga nilai
hampiran akar sebelumnya sehingga
perhitungan galat belum dapat dilakukan.
Karena f(x.) # 0, maka akar belum setara
dengan Xc sehingga perhitungan
dilanjutkan ke iterasi 1.
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Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama)

v' Diketahui interval baru [1,1,5] dimana x, =
1dan x;, = 1,5 dengan
flx) =x3+4x,2—10=13+4(1%) —
10 = -5
flxp) = xp3 4+ 4x,%2 — 10 = (1,5)3 +
4(1,52) — 10 = 2,375
dimana f(x,).f(xy) < 0
v" Penentuan nilai hampiran baru (x,) , yakni:

Xaqt+Xp 1+1,5
="t =—==125

dengan  f(x.) = x.3 +4x.2—10= (1,253 +
4(1,25%) — 10 = —1,79688

v" Penentuan interval baru, yakni:
F(xa) f(x) = =5x0—1,79688 =
8,984375 > 0, maka x, = x,
Diperoleh interval baru, yakni [1,25,1,5]
dimana x, = 1,25 dan x;, = 1,5

v" Penentuan galat, yakni:
Pada perhitungan awal telah diperoleh nilai
hampiran akar adalah 1,5 maka galat
ditentukan sebagai berikut:
lee| =

nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya

nilai hampiran sekarang

| =02

| 1,25-1,5
1,25
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Diperoleh bahwa galat lebih besar dari
toleransi, yakni 0,2 > 0,0001 sehingga
dilanjutkan ke iterasi 2.
Langkah-langkah yang sama dilakukan untuk
iterasi 2 dan iterasi selanjutnya hingga diperoleh
galat lebih kecil dari toleransi, sehingga diperoleh
hasil iterasi sebagai berikut:

n| X ) Xc fxa) | fxp) | fOxd) | fGxa)-f(xe) | el Tol.
0 1 2 15 -5 14 2,375 -11,875

1 1 15 1,25 -5 2,375 |-1,79688 8,984375 0,2 | 0,0001
2| 1,25 15 1,375 |-1,79688| 2,375 [0,162109 -0,29129  D,090909| 0,0001
3| 1,25 1,375 | 153125 |-1,79688|0,162109 |-0,84839 1,524448  D,047619 0,0001
4 | 13125 | 1,375 | 1,34375 |-0,84839|0,162109 |-0,35098 0,29777  D,023256| 0,0001

5 |1,34375 1,375 1,359375 [-0,35098| 0,162109 |(-0,09641 0,033838 ,011494| 0,0001

6 |1,359375 1,375 1,367188 |-0,09641| 0,162109 [0,032356 -0,00312 p,005714| 0,0001
7 |1,359375 |1,367188 | 1,363281 |-0,09641| 0,032356 |-0,03215 0,0031 0,002865| 0,0001
8 11,363281 |1,367188 | 1,365234 |-0,03215| 0,032356 | 7,2E-05 -2,3E-06  p,001431| 0,0001

9 |1,363281 |1,365234 | 1,364258 |-0,03215| 7,2E-05 |-0,01605 0,000516 p,000716| 0,0001

10 |1,364258 |1,365234 | 1,364746 |-0,01605| 7,2E-05 |(-0,00799 0,000128 p,000358| 0,0001

11 |1,364746 |1,365234 | 1,36499 |-0,00799| 7,2E-05 |-0,00396 3,16E-05 ,000179| 0,0001

12 11,36499 |1,365234 i-0,00396 7,2E-05 (-0,00194 7,7E-06  [8,94E-05| 0,0001

Berdasarkan tabel hasil iterasi diperoleh akar
persamaan adalah 1,365112 karena nilai galat
relatif sudah lebih kecil dari toleransi yang
diberikan, sehingga iterasi dihentikan.

Proses iterasi pada metode bisection dapat
dilakukan dengan bantuan program komputer, dimana
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dalam kasus ini digunakan bantuan Microsoft Excel.
Rumus bisection diterjemahkan ke dalam formula
Microsoft Excel dan evaluasi dalam penentuan interval
diterjemahkan menggunakan fungsi if. Penggunaan
Microsoft Excel dapat dengan mudah diterapkan pada
metode numerik lainnya.

2.5 Metode Interpolasi Linier (False-Position
Method)

Metode false position merupakan salah satu
alternatif untuk mempercepat konvergensi yang
menjadi salah satu kelemahan pada metode bisection.
Selain itu, pada metode bisection pembagian interval
mulai dari x, hingga x;, selalu sama sehingga nilai
fungsi f(x,) dan f(x,) kurang diperhitungkan.
Padahal jika f(x,) lebih dekat ke nol daripada f(x}),
kemungkinan besar akar lebih dekat ke x, daripada x;,.
Hal inilah yang menjadi salah satu pertimbangan
munculnya metode interpolasi linier.

Metode false position adalah metode pencarian
akar persamaan dengan memanfaatkan kemiringan
dan selisih tinggi dari dua titik batas interval yang
mengurung akar. Idenya adalah menarik garis lurus
antara f(x,) dan f(x;), titik potong garis ini dengan
sumbu X dijadikan sebagai x,.

Mlustrasi.
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y=f

Gambar 2.4 Metode False Position

Keterangan gambar:

Nilai x, dan x;, adalah nilai hampiran awal

Nilai x, adalah nilai hampiran baru yang diperoleh dari
perhitungan menggunakan rumus metode false
position.

Berdasarkan Gambar 2.4, diasumsikan bahwa
fungsi f(x) adalah kontinu pada interval [x,, x;], dan
f (xa)-f (xp) < 0. Kemudian penentuan x, dilakukan
dengan menggunakan hubungan persamaan garis yang
melalui suatu titik (x,, f(x,)) dan (x;, f(x,)) dengan
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gradien m. Rumus gradien adalah m = % = w ,
b~™*a

sehingga persamaan garis menjadi:

y=yi=mlx—x) oy - frg) = FEELEd )

Garis memotong sumbu X jika y = 0, sehingga
diperoleh titik x sebagai hampiran akar (x.) yaitu:

_f(xa) - M (xc xa) S Xe = Xg —
p—X

o) ||

Langkah-langkah metode false position:
1. Pilih x, dan x;, sebagai nilai hampiran awal.
Kemudian periksa apakah benar f(x,). f(xp) < 0
2.  Cari nilai hampiran baru (x.) dengan rumus:

(f (xp)xa—f (xa)xp)
¢ = Xa~ f(%a) [f(x,,) e a)] AU X = ()~ (xa)

3. Lakukan evaluasi untuk menentukan pada
interval mana akar berada:

a) Jika f(xg).f(x.) < 0: akar berada pada
bagian interval bawah, maka x;, = x, dan
kembali ke langkah 2. Hal ini menandakan
akar di daerah interval x, dan x,.

b) Jika f(x,).f(x.) > 0: akar berada pada
bagian interval atas, maka x, = x. dan
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Contoh:

1)

c)

kembali ke langkah 2. Hal ini menandakan
akar di daerah interval x; dan x,.

Jika f(x,). f (x.) = 0:akar setara dengan x_,
hentikan perhitungan.

Carilah salah solusi dari persamaan: x2 —3 =0
dengan metode false position pada interval [1,2]
dengan 5 iterasi!

Solusi:

Iterasi o (Perhitungan awal).

v

Diketahui f(x) = x? — 3 dengan x, = 1 dan
xp = 2, sehingga diperoleh:
flxg) =x,2-3=12-3=-2
flxp) =x,2—3=22-3=1
dimanaf (x,). f(x,) < 0
Penentuan nilai hampiran baru (x.) , yakni:
o = SO fGa)x) _ (x)=(-2x2) _ 5 _

¢ (f ep)~f(xa) (1-(-2)) 3
1,666667
dengan f(x.) = x.2 — 3 = (1,666667)% — 3 =

—0,22222

Penentuan interval baru, yakni:
fxa) - f(x.) =—2x%x—0,22222 = 0,444444 >
0, maka x, = x,
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Diperoleh interval baru, yakni [1,666667,2]
dimana x, = 1,666667 dan x;, = 2

Penentuan galat, yakni:
Diketahui bahwa solusi eksak dari
persamaan: x?—3 =0 adalah 1,732051,

maka galat ditentukan sebagai berikut:
nilai eksak—nilai hampiran|

Igtl = nilai eksak

| 1,732051-1,666667

| = 0,03775
1,732051

Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama).

v

v

Diketahui interval baru [1,666667,2] dimana
x, = 1,666667 dan x;, = 2 dengan
F(xg) = x,2 — 3 = (1,666667)2 — 3 =
—0,22222
flxp) =x,2—3=22-3=1
dimana f(xz).f(x,) < 0
Penentuan nilai hampiran baru (x.) , yakni:
x. — (f (xp)xq—f(xa)xp) _

¢ (f Gxp)—f(xa))

(1x1,666667)—(—0,22222x2)
(1-(-0,22222))

dengan  f(x.) = x.2—3=(1,727273)% -
3=-0,01653

Penentuan interval baru, yakni:

=1,727273
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2)

Fxy). f(x.) = —0,22222 x —0,01653 =
0,003673 > 0, maka x, = x,
Diperoleh interval baru, yakni [1,727273,2]

dimana x, = 1,727273 dan x;, = 2

v' Penentuan galat, yakni:
nilai eksak—nilai hampiran

|€t | = nilai eksak

1,732051-1,727273
| = 0,002759
1,732051

Langkah-langkah yang sama dilakukan untuk
iterasi 2 hingga iterasi 5, sehingga diperoleh hasil
iterasi sebagai berikut:

n Xa Xp xc fxa) | f)| f(x) | f(xa)-f(xc) el

0 1 2 |1.666667 -2 1 ]0.22222 0.444444 0.03775

1 |1.666667 | 2 |1.727273 1 |0.01653 | 0.003673 0.002759

0.22222

2 [1.727273 | 2 |1.731707 i 1 |0.00119 1.97E-05 0.000198
0.01653

3 [1.731707 | 2 |1.732026 . 1 8.5E-05 1.02E-07 1.44E-05
0.00119

4 11.732026 | 2 [1.732049 | -8.5E-05 1 6.1E-06 5.24E-10 1.13E-06

5 [1.732049 | 2 - -6.1E-06 1 14.4E-07 2.7E-12 1.85E-07

Berdasarkan tabel hasil iterasi diperoleh akar
persamaan adalah 1,732051 dengan galat relative
0,000000185.

Carilah salah solusi dari persamaan: x? —3 =0
dengan metode false position pada interval [1,2]
dengan toleransi 0,0001!
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Solusi:
Iterasi o (Perhitungan awal).

v

Diketahui f(x) = x? — 3 dengan x, = 1 dan
xp = 2, sehingga diperoleh:

flxg) =x,2-3=12-3=-2

flxp) =x,2—3=22-3=1

dimana f(x,).f(x,) < 0

Penentuan taksiran nilai akar baru (x.) ,

yakni:

. = FOa—fGaxp) _ AxD=(=2x2) _ 5 _
¢ (Fxp)—f (xa)) (1-(-2) 3

1,666667

dengan  f(x.) = x.2—3 = (1,666667)% —
3 =-0,22222

Penentuan interval baru, yakni:

flxa) - f(x,) =—2x%x—0,22222 = 0,444444 >
0, maka x, = x,

Diperoleh interval baru, yakni [1,666667,2]
dimana x, = 1,666667 dan x;, = 2
Penentuan galat, yakni:

Diketahui bahwa solusi eksak dari

persamaan: x?—3 =0 adalah 1,732051,
maka galat ditentukan sebagai berikut:

|5 | __ |nilai eksak—nilai hampiran

th = nilai eksak o

1,732051-1,666667

| = 0,03775
1,732051
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Diperoleh bahwa galat lebih besar dari
toleransi, yakni 0,03775 > 0,0001 sehingga
dilakukan pengulangan perhitungan
(dilanjutkan ke iterasi 1).

Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama).

v

Diketahui interval baru [1,666667,2] dimana
x, = 1,666667 dan x;, = 2 dengan

Fxy) = x,2 — 3 = (1,666667)2 — 3 =
—0,22222

flxp) =x,2—3=22-3=1

dimana f(x,).f(xp) < 0

Penentuan nilai hampiran baru (x.) , yakni:
_ UCep)xa—fxa)xp) _

Xe = T )~ ()
(1)(1,666667)—(—0,22222X2) _

=1,727273
(1-(-0,22222))
dengan  f(x.) =x.2—3=(1,727273)% —

3 =-0,01653

Penentuan interval baru, yakni:

F(x). f(xe) = —0,22222 x —0,01653 =
0,003673 > 0, maka x, = x,

Diperoleh interval baru, yakni [1,727273,2]

dimana x, = 1,727273 dan x;, = 2

Penentuan galat, yakni:
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nilai eksak—nilai hampiran|

|€t | = nilai eksak

1,732051-1,727273
| = 0,002759
1,732051

Diperoleh bahwa galat lebih besar dari toleransi, yakni 0,00
0,0001 sehingga dilanjutkan ke iterasi 2.

Langkah-langkah yang sama dilakukan untuk
iterasi 2 dan iterasi selanjutnya hingga diperoleh
galat lebih kecil dari toleransi, sehingga diperoleh
hasil iterasi sebagai berikut:

Berdasarkan langkah-langkah false position
diperoleh hasil iterasi sebagai berikut:

n Xa Xp Xc f(xu) f(xb) f(xc) f(xa)'f(xc) Istl tol

0 1 2 |1,666667 -2 1 -0,22222 0,444444 10,03775 | 0,0001
1 |1,666667 | 2 |1,727273 |-0,22222 1 -0,01653 0,003673 ,002759 | 0,0001
2 (1,727273 | 2 |1,731707 |-0,01653 1 -0,00119 1,97E-05 D,000198 | 0,0001

3 11,731707 | 2 --0,00119 1 -8,5E-05 1,02E-07 [1,44E-05 | 0,0001

Berdasarkan tabel hasil iterasi diperoleh akar
persamaan adalah 1,732026 pada iterasi ke-4 karena
nilai galat relatif sudah lebih kecil dari toleransi yang
diberikan, sehingga iterasi dihentikan.

Berdasarkan hasil dengan menggunakan metode
false position, nilai yang diperoleh dengan
menggunakan 5 iterasi lebih mendekati nilai eksak.
Begitu juga dengan menggunakan toleransi,
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konvergensi lebih cepat didapat dibandingkan dengan
hanya menggunakan 3 iterasi. Dibandingkan dengan
metode bisection, maka false position lebih cepat dalam
hal konvergensi.

2.6 Metode Newton-Raphson

Metode Newton Raphson menggunakan satu titik
awal x; sebagai nilai akar pertama dengan nilai fungsi
f(x)) . Kemudian ditarik suatu garis singgung yang
melewati titik [x;, f(x;)] dan memotong sumbu X. Garis
singgung ini merupakan hampiran akar bagi iterasi
berikutnya. Metode ini mengasumsikan bahwa f(x)
kontinu.

Ilustrasi.

fixg | — —
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Keterangan gambar:

Nilai x, adalah nilai hampiran awal

Nilai x;, x, adalah nilai hampiran yang diperoleh dari
perhitungan menggunakan rumus metode Newton-
Raphson

Ide dari metode Newton- Raphson adalah menghitung
akar yang merupakan titik potong antara sumbu X
dengan garis singgung pada kurva di titik [x;, f(x;)].
Jika gradien garis singgung adalah f'(x;) , maka
diperoleh persamaan garis yang melalui titik [x;, f (x;)]:
y=yi=mlx—x) oy —fx)=fx)x—x)
Garis memotong sumbu X jika y = 0, sehingga
diperoleh titik x;,, sebagai hampiran akar: —f(x;) =
_ o)
frixy)
f'(x;) merupakan turunan fungsi f(x;)

Fl(x)(Xip1 — x) © Xip1 = X; dimana gradien

Langkah-langkah metode Newton- Raphson:

1.  Menentukan fungsi f(x) yang akan dicari

akarnya.

Menentukan turunan fungsi: f’'(x)

Menginput nilai hampiran awal x,.

4. Menghitung nilai hampiran akar dengan rumus
Newton- Raphson, yakni:

A

_ fx)
frixi)

Xit1 = Xj
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5.

Contoh:

1)

Menampilkan hasil setelah iterasi memenuhi
kriteria penghentian iterasi.

Carilah salah solusi dari persamaan: x? —3 =0
dengan metode Newton- Raphson pada titik awal
1 dengan 4 iterasi!

Solusi:

Iterasi o (Perhitungan awal).

v

Diketahui f(x) =x%2 -3 dengan x,=1,
sehingga diperoleh:

f'(x) =2x

fl(xg) =2xg=2%x1=2

flxg) =%x2—-3=12-3=-2

Penentuan nilai hampiran baru ( x;,; ) ,
yakni:

fx) f(xo)
X = Gy O H = X0 T ey = 1
Z=1+1=2

dengan f(x;) =x,2—3=(2)2-3=1

Penentuan galat, yakni:
Diketahui bahwa solusi eksak dari
persamaan: x?—3 =0 adalah 1,732051,

maka galat ditentukan sebagai berikut:
_ |1,732051—2| _
~ 1 1732051 |

nilai eksak—nilai hampiran

lec| =

nilai eksak

0,1547

Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama).
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v' Diketahui nilai hampiran baru x; =2
dengan
fl) =x%-3=(2)*-3=1
fllx) =2x;,=2%x2=4

v' Penentuan nilai hampiran baru ( x;,;) ,

yakni:
_ _ f(x1) -7 _ l —
Xy = X1 TG0 2 " 1,75
Dengan flx) =x,2-3=(1,75)%-3 =
0,0625

v" Penentuan galat, yakni:
Diketahui bahwa solusi eksak dari
persamaan: x?—3 =0 adalah 1,732051,

maka galat ditentukan sebagai berikut:
nilai eksak—nilai hampiran|

|€t | = nilai eksak

|1,732051—1,75| — 0,010363

1,732051
Langkah-langkah yang sama dilakukan untuk
iterasi 2 hingga iterasi 4, sehingga diperoleh hasil
iterasi sebagai berikut:

n X; fix:) fix) Xis1 flxi1) | &

0 1 2 2 2 1 0,1547
1 2 1 4 1,75 0,0625 | 0,010363
2 1,75 0,0625 3,5 1,732143 0,000319 | 5,3E-05
3 | 1,732143 | 0,000319 | 3,464286 | 1,73205081 | 8.47E-09 | 1,1E-07

4 | 1,73205081 | 8.47E-09 | 3.464102 - 0 0
"
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Berdasarkan tabel hasil iterasi diperoleh akar
persamaan adalah 1,732050808 dengan galat
relatif o.

Carilah salah solusi dari persamaan: x> —3 = 0
dengan metode Newton- Raphson pada itik awal 1
dengan toleransi 0,0001!

Solusi:

Iterasi o (Perhitungan awal).

v

Diketahui f(x) =x%2 -3 dengan x, =1,
sehingga diperoleh:

f'(x) =2x

flxg) =2xp=2%x1=2

flxo) =x2—-3=12-3=-2

Penentuan nilai hampiran baru ( x;,; ) ,
yakni:

f () f(x0)
Xiet =% T ey © XS X0 g =
Z=1+1=2

dengan f(x;) =x,2-3=(2)?-3=1
Penentuan galat, yakni:

Diketahui bahwa solusi eksak dari
persamaan: x?—3 =0 adalah 1,732051,

maka galat ditentukan sebagai berikut:
_ |1,732051—2| _
~ 1 1732051 |

nilai eksak—nilai hampiran

lee| =

0,1547

nilai eksak
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Diperoleh bahwa galat lebih besar dari
toleransi, yakni 0,1547 > 0,0001 sehingga
dilakukan pengulangan perhitungan
(dilanjutkan ke iterasi 1).

Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama).

v' Diketahui nilai hampiran x; = 2 dengan
flr) =x2-3=(2)*-3=1
fllx) =2x;,=2%x2=4

v Penentuan nilai hampiran baru ( x;;,) ,
yakni:

_ _f(x1)_ _l_
Xy = X3 o = 2 7= 1,75

dengan flx) =x,2—-3=(1,75)%*-3 =
0,0625

v' Penentuan galat, yakni:
Diketahui bahwa solusi eksak dari
persamaan: x?—3 =0 adalah 1,732051,

maka galat ditentukan sebagai berikut:
nilai eksak—nilai hampiran|

lec| =

nilai eksak

|1,732051—1,75| — 0,010363

1,732051
Diperoleh bahwa galat lebih besar dari toleransi

, yakni 0,010363 > 0,0001 sehingga
dilanjutkan ke iterasi 2.

Langkah-langkah yang sama dilakukan untuk
iterasi 2 dan iterasi selanjutnya hingga diperoleh
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galat lebih kecil dari toleransi, sehingga diperoleh
hasil iterasi sebagai berikut:

Sx
n x| f(x)| ) Xiva | fxivd | 1&] tol
0,00
o 1 -2 2 2 1 0,1547 01
0,062 | 0,010 | 0,00
1| 2 1 4 1,75 5 363 01
1,7 | 0,06 0,000 | 5,3E- | 0,00
21 5 25 3,5 - 319 05 o1

Berdasarkan tabel hasil iterasi diperoleh akar
persamaan adalah 1,732143 pada iterasi ke-2
karena nilai galat relatif sudah lebih kecil dari
toleransi yang diberikan, sehingga iterasi
dihentikan.

2.7 Metode Garis Potong (Secant Method)

Dalam setiap iterasi untuk metode Newton-
Raphson dilakukan penghitungan turunan pertama
fungsi (f'(x)), yang pada beberapa kasus sulit dan
membutuhkan proses yang cukup lama untuk
menghitungnya. Metode secant menghampiri turunan

pertama fungsi (f'(x)) dengan f'(x) =~ FO)=f(xi=1)

Xi—Xi-1
dimana x;_, dan x; adalah dua hampiran akar untuk
iterasi ke-i dan iterasi ke-(i — 1). Subtitusi hampiran
f'(x) ke rumus Newton-Raphson, sehingga diperoleh
rumus metode secant, yakni:
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xi) (=i
Xier = X ™ ];((xi))(_f(xi—ll))

Metode secant menggunakan dua nilai hampiran
akar sebelumya ( x;_; dan x; ) untuk menentukan
hampiran akar selanjutnya ( x;,, ), tetapi tidak
memperhatikan perubahan tanda dari f(x) . Nilai
x;—, adalah absis titik perpotongan garis lurus yang

menghubungkan dua titik yaitu (x;f(x;)) dengan
(xi—lvf(xi—l))

Ilustrasi.

Gambar 2.6 Metode Secant

Keterangan gambar:

Nilai x, dan x; adalah nilai hampiran awal
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Nilai x,, x3 adalah nilai hampiran yang diperoleh dari
perhitungan menggunakan rumus metode Secant

Langkah-langkah Metode Secant

1.  Menentukan fungsi yang akan dihampiri nilai
akarnya.
2.  Menentukan x, dan x; sebagai hampiran awal.
3.  Mensubstitusi nilai x, dan x; ke fungsi.
4. Menghitung nilai hampiran akar dengan rumus
Secant, yakni:
— o fEDGi—xi1)
Yt = X Gy Gy
5. Menampilkan hasil setelah iterasi memenuhi
kriteria penghentian iterasi.
Contoh:
1) Carilah salah solusi dari persamaan: x> —3 =0

menggunakan metode Secant dengan x, = 1 dan
x; = 2 (toleransi 0,0001) !
Solusi:
Iterasi o (Perhitungan awal).
v' Diketahui f(x) = x? — 3 dengan x, = 1 dan
x; = 2, sehingga diperoleh:
flxo) =%x2—-3=12-3=-2
flx)) =x,2—-3=22-3=1
v Penentuan nilai hampiran baru ( x;,.;) ,

yakni:
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e SO xi)
Xl =X T ) T
_ _ f(xq)(x1—x0) — 9 _ 1(2-1) —9_1_
X2 =T G~ 2 273
1,666667
Dengan  f(x;) = x,2 — 3 = (1,666667)% —
3 =-022222

v' Penentuan galat, yakni:
Diketahui bahwa solusi eksak dari
persamaan: x?>—3 =0 adalah 1,732051,
maka galat ditentukan sebagai berikut:

|g | __ |nilai eksak—nilai hampiran|

el — nilai eksak -

1,732051-1,666667

| = 0,03775
1,732051

Diperoleh bahwa galat lebih besar dari
toleransi, yakni 0,03775 > 0,0001 sehingga
dilakukan pengulangan perhitungan
(dilanjutkan ke iterasi 1).

Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama).

v' Diketahui nilai hampiran x; =2 dan x, =
1,666667 dengan
flx)) =x2—-3=22-3=1
F(x,) = x,2 — 3 = (1,666667)% — 3 =
—0,22222

v' Penentuan nilai hampiran baru (x,) , yakni:

_ _ TG (xp—xq) _ _
X3 = X o)D) 1,666667

(=0,22222)(1,666667-2) _ 1,727273
((-0,22222)-1)




NI KADEK RINI PURWATI, S.Si., M.Pd. & NI KETUT ERAWATI, S.Si., M.Pd.

v

dengan  f(x3) = x3%2 —3 = (1,727273)% -
3 =-0,01653

Penentuan galat, yakni:
nilai eksak—nilai hampiran

|€t| - nilai eksak

1,732051-1,727273
| | = 0,002759
1,732051

Diperoleh bahwa galat lebih besar dari toleransi,
yakni 0,002759 > 0,0001 sehingga
dilanjutkan ke iterasi 2.

Langkah-langkah yang sama dilakukan untuk
iterasi 2 dan iterasi selanjutnya hingga diperoleh
galat lebih kecil dari toleransi, sehingga diperoleh
hasil iterasi sebagai berikut:

Flxgisn)
n X(i-1) X; fxii-1)) flx:) X(is1) i & tol
-0,22222
0 1 2 -2 1 1,666667 0,03775 0,0001
-0,01653
1 2 1,666667 1 -0,22222 | 1,727273 0,002759 | 0,0001

2

0.000319
1,666667 | 1,727273 | -0,22222 | -0,01653 5,3E-05 0,0001

Berdasarkan tabel hasil iterasi diperoleh akar
persamaan adalah 1,732143 pada iterasi ke-2
karena nilai galat relatif sudah lebih kecil dari
toleransi yang diberikan, sehingga iterasi
dihentikan.
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RANGKUMAN

1.  Metode pencarian akar adalah metode pencarian
nilai-nilai dari variabel bebas yang membuat
fungsi bernilai nol. Metode pencarian akar pada
metode numerik dikelompokkan menjadi dua,
yakni:

a) Metode Pengurung

Tebakan akar dalam metode pengurung
selalu berada "dalam kurung" atau berada pada
kedua sisi dari nilai akar dan diperlukan dua
tebakan awal untuk menentukan hampiran nilai
akar persamaan fungsi. Teorema yang mendasari
metode ini adalah: “Diketahui f: [a, b] - R adalah
kontinu, dimana a,b €R dan a < b . Jika
f(a).f(b) <0 , maka terdapat c € (a,b)
sedemikian sehingga f(c) = 0”. Beberapa metode
numerik yang tergolong dalam metode pengurung
adalah Metode Bagi Dua (Bisection Method) dan
Metode Interpolasi Linier/ Posisi Palsu (False
Position Method).

b) Metode Terbuka

Pada metode terbuka, pencarian hampiran
nilai akar persamaan fungsi dimulai dari suatu
nilai tunggal variabel bebas, atau dua nilai yang
tidak perlu mengurung akar.Beberapa metode
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numerik yang tergolong dalam metode terbuka
adalah Metode Newton- Raphson dan Metode
Garis Potong (Secant Method).

2. Metode grafik adalah metode sederhana yang
dapat digunakan untuk menentukan perkiraan
akar dari fungsi dan untuk memperoleh tebakan
awal. Ada dua metode grafik yang dapat dilakukan
untuk mendapatkan tebakan awal dari akar
persamaan f(x) = 0, yakni:
a) Metode Grafik Tunggal

Pada metode grafik tunggal, tebakan awal
dipilih yang dekat dengan absis dari titik
perpotongan atau akar persamaan f(x) = 0.
b) Metode Grafik Ganda

Metode grafik ganda digunakan untuk
persamaan fungsi f(x) =0 yang penjabaran
fungsinya  dapat  didekomposisi  menjadi
pengurangan dua buah fungsi, yaitu f(x) =

fi(x) = fo(x) = 0.

3. Metode bisection adalah suatu metode yang

mengasumsikan bahwa interval selalu dibagi dua

sama lebar. Langkah-langkah metode bisection,

yakni:

a) Pilih x, dan x, sebagai taksiran akar.
Kemudian periksa apakah benar

f(xa)-f(xp) <0



b)

c)

Pengantar Metode Numerik

Cari taksiran nilai akar baru (x.) dengan
Xqt+Xp

2
Lakukan evaluasi untuk menentukan pada

interval mana akar berada dengan

menggunakan kriteria berikut:

i. Jika f(xg).f(x.) < 0 : akar berada
pada bagian interval bawah, maka x;, =
x. dan kembali ke langkah 2. Pada
kondisi ini akar di daerah interval

rumus: x, =

xgdan x..

ii. Jika f(xg).f(x;) > 0 : akar berada
pada bagian interval atas, maka x, = x,
dan kembali ke langkah 2. Pada kondisi
ini akar di daerah interval x; dan x,

iii. Jika f(xg).f(x;) = 0 : akar setara
dengan x., hentikan perhitungan.

Metode false position adalah metode pencarian

akar

persamaan  dengan  memanfaatkan

kemiringan dan selisih tinggi dari dua titik batas
interval yang mengurung akar. Langkah-langkah
metode false position:

a)

b)

Pilih x, dan x;, sebagai taksiran akar.
Kemudian periksa apakah benar
fa)-f () < 0

Cari taksiran nilai akar baru (x.) dengan
rumus:
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Xp—Xa _
—f(xa) [f(xb) f(xa)] ataw - x =

(f Cxpta—f (X))
(f (ep)—f (xa))
¢) Lakukan evaluasi untuk menentukan pada
interval mana akar berada:
i. Jika f(xg).f(x;) < 0 : akar berada
pada bagian interval bawah, maka x; =
x. dan kembali ke langkah 2. Hal ini
menandakan akar di daerah interval

xgdan x,.

ii. Jika f(xg).f(x.) > 0 : akar berada
pada bagian interval atas, maka x, = x,
dan kembali ke langkah 2. Hal ini
menandakan akar di daerah interval
x, dan x,.

iii. Jika f(xg).f(x.) = 0 : akar setara
dengan x., hentikan perhitungan.

Metode Newton Raphson adalah metode yang
menggunakan satu titik awal x; sebagai nilai akar
pertama dengan nilai fungsi f(x;) . Ide dari
metode Newton- Raphson adalah menghitung
akar yang merupakan titik potong antara sumbu X
dengan garis singgung pada kurva di titik
[x;, f(x;)] . Langkah-langkah metode Newton-
Raphson:

a) Menentukan fungsi f(x) yang akan dicari

akarnya.



b)

c)
d)

e)

Pengantar Metode Numerik

Menentukan turunan fungsi: f'(x)
Menginput nilai hampiran awal x,.
Menghitung nilai hampiran akar dengan :

Fx)
Xivt =X o

Menampilkan  hasil  setelah iterasi
memenuhi kriteria penghentian iterasi.

Metode secant adalah metode yang menggunakan
dua nilai hampiran akar sebelumya (x;_;dan x;)
untuk menentukan hampiran akar selanjutnya
(x;41), tetapi tidak memperhatikan perubahan
tanda dari f(x). Nilai x;_; adalah absis titik
perpotongan garis lurus yang menghubungkan
dua titik yaitu (x;, f(x;)) dengan (x;_q, f(x;_1)).
Langkah-langkah Metode Secant:

a)
b)

c)
d)

e)

Menentukan fungsi yang akan dihampiri
nilai akarnya.

Menentukan x, dan x; sebagai hampiran
awal.

Mensubstitusi nilai x, dan x; ke fungsi.

Menghitung nilai hampiran akar dengan:
_ f)(Cxi—xi—q)

fFlx)—f(xi-1)
Menampilkan  hasil  setelah iterasi
memenuhi kriteria penghentian iterasi.

Xit1 = X;

Terdapat beberapa kriteria penghentian iterasi,
diantaranya:
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a)

b)

c)

Jika galat relatif (&) sudah lebih kecil dari
toleransi (€) yang diberikan:

X =X
Cbaru_"Clama

lec| = <eg

Xcharu

Jika iterasi sudah mencapai iterasi
maksimal: n,, ;s = N

Jika nilai fungsi hampirannya sudah lebih
kecil dari toleransi yang diberikan: |f (x,)| <
€

63
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LATIHAN

1.

Gunakan metode bisection untuk mencari salah
satu akar persamaan:
f(x) = x* — 2x3 — 4x% + 4x + 4 dengan toleransi
0,01 pada interval berikut:

a) [-20] b) [02] o [12]
Bandingkan hasil yang diperoleh.
Gunakan metode false position untuk mencari
salah satu akar dari persamaan: f(x) = x3 + x% —
3x —3 pada interval [1,2] dengan toleransi
0,0001.
Tentukan hampiran nilai x menggunakan metode
Newton-Raphson untuk persamaan x? + 10 cos x
pada toleransi 0,0005 dengan nilai awal:

a) 1 b) 3
Bandingkan hasil yang diperoleh.
Tentukan nilai dari V10 menggunakan metode
Newton-Raphson dengan toleransi 108!
(Petunjuk. Tentukan terlebih dahulu fungsi
f())
Carilah solusi dari persamaan: x2—7=0
menggunakan metode secant dengan x, = 2 dan
x; = 3 (toleransi 0,0001).
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6. Perhatikan gambar berikut!

24

Gunakan salah satu metode numerik untuk
menentukan akar persamaan x — sin(x) — % =0

yang disajikan pada gambar di atas. Sertakan
alasan penggunaan metode.

7. Tuliskan persamaan dan perbedaan antara false
position dan secant.

65






X
BAB 3

SOLUSI SISTEM PERSAMAAN
LINIER

Tujuan:
¥ Mahasiswa mampu

menerapkan pemikiran logis,

kritis, dan sistematis dalam “Coming together is a
memahami konsep teoretis beginning, staying together
metode numerik yang terkait is progress and working
dengan  penentuan  solusi together is success”
sistem persamaan linier. (Henry Ford-pendiri Ford

# Mahasiswamenunjukkan ] Motor Company)
kinerja mandiri dan rasa
tanggung jawab dalam
menerapkan konsep
teoretismetode numerik dalam
menyelesaikan  soal yang

terkait dengan penentuan

solusi sistem persamaan linier.
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Sistem persamaan linier Ax = b dengan n
persamaan dan n peubah memiliki bentuk umum
sebagai berikut:

a11X1 + ay2X5 + aq3x3 + -+ agpx, = by

Ay1X1 + ApaXy + Ap3X3 + -+ apXy = by

Ap1X1 + ApaXy + ApzXz + o+ aQppX, = by
Untuk menyelesaikan sistem persamaan linier tersebut
dapat dilakukan dengan menuliskan sistem persamaan
linier ke dalam bentuk notasi matriks, seperti berikut:

;. A1z 413 .. Agp| g by

R | -
[n1 Qpz2  QAps Ann Xn by,

[A11 Q12 Qg3 A1n |

G21 G2z Gz @an adalah matriks koefisien dan
[Qn1 An2  Aps Ann

by

l_’_2_ adalah matriks konstanta.

b,

Sistem persamaan linier dalam bentuk notasi matriks
dapat diselesaikan dengan metode langsung (metode
analitik) atau metode iterasi (metode numerik).
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3.1 Metode Langsung (Metode Analitik)

Metode langsung (metode analitik) dalam
menentukan solusi sistem persamaan linier kurang
efisien untuk menyelesaikan sistem persamaan linier
yang besar. Beberapa metode langsung yang dapat
diterapkan, yakni:

3.1.1 Eliminasi Gauss

Pada eliminasi Gauss, sistem persamaan linier
Ax = b dibentuk menjadi sistem persamaan segitiga
atas UX =Y yang setara, kemudian solusi X
diselesaikan memakai metode substitusi mundur.
Berikut ini contoh persamaan segitiga atas dalam
bentuk matriks:

V1
b 4ol F
0 0 f V3

Ide dari metode eliminasi Gauss adalah
memanipulsi persamaan-persamaan yang ada dengan
menghilangkan salah satu variabel dari persamaan-
persamaan tersebut, sehingga tersisa satu persamaan
dengan satu variabel (sistem persamaan segitiga atas).
Kemudian hasilnya disubtitusikan ke persamaan lain
untuk memperoleh penyelesaian.
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Pembentukan Ax = b menjadi sistem persamaan

segitiga atas UX =Y dapat dilakukan dengan operasi
baris elementer (OBE), yaitu:

1)  Pertukarkan dua baris
2) Kalikan suatu baris dengan skalar yang tidak

nol
3) Jumlahkan suatu baris dengan hasil kali
pada baris yang lain.
Contoh:
1)  Tentukan solusi sistem persamaan linier berikut

dengan metode eliminasi Gauss
2x1 — 7%y +4x3 =9

X1 +9x, —6x3 =1

—3x; +8x, +5x3 =6

Solusi.

Diketahui sistem persamaan linier:

2x1 — 7x; +4x3 =9

X1 +9%, —6x3 =1

—3x; +8x, +5x3 =6

Bentuk matriks dari sistem persamaan linier ini
adalah:

2 =7 47[* 9
1 9 —6|[*2|=|1
-3 8 5 11x3 6

Sistem persamaan akan dibentuk menjadi sistem
persamaan segitiga atas menggunakan OBE:
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2 =7 41" 9
1 9 —6||*x2| = |1}, kalikan baris ke-3
-3 8 5 11x3 6

dengan % kemudian jumlahkan baris ke-2

dengan hasilnya:

2 _7 4 x1 9

o = -2 ’le = H kalikan baris ke-

-3 8 5 | X3 6
1 dengan % kemudian jumlahkan baris ke-3
dengan hasilnya:

2 -7 4 9

0 ¥ _u|MMm

3 3 ||X2]| = 339 , kalikan baris ke-2
0 =2 11|l |7

dengan % kemudian jumlahkan baris ke-3

dengan hasilnya:

2 =7 4 7
1 e I

3 3 [[*2] = 2:;’2 , kalikan baris ke-
o o |l |57

L 14 1
2 dengan 3 dan kalikan baris ke-3 dengan 14:

2 =7 4 1[*1 9

0 35 -13 [x2]=\ 9 ‘

0 0 1411Lx3 282

Diperoleh sistem persamaan segitiga atas, yakni:
2x1 —7x, +4x3 =9
35x, —13x3 =9
141x; = 282, dimana x; = 2
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Dengan subtitusi mundur diperoleh: x; = 4 dan
x, =1
Solusi sistem persamaan linier adalahx; = 4
x, = 1,dan x5 = 2

3.1.2 Eliminasi Gauss Jordan

Eliminasi Gauss Jordan merupakan
pengembangan dari eliminasi Gauss. Pada eliminasi
Gauss Jordan, matriks koefisien dirubah menjadi
matriks identitas, yakni bentuk Ax = b dirubah
menjadi bentuk /X =Y, dimana I adalah matriks
identitas. Berikut ini contoh bentuk 1X =Y:

IR

Contoh:
1)  Tentukan solusi sistem persamaan linier berikut
dengan metode eliminasi Gauss Jordan.
2x1 — 7xy +4x3 =9
X1 +9x, —6x3 =1
—3x1 +8x, +5x3 =6
Solusi.
Diketahui sistem persamaan linier:
2x1 — 7x; +4x3 =9
X1 +9x, —6x3 =1
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_3x1 + 8x2 + 5x3 =6
Bentuk matriks dari sistem persamaan linier ini
adalah:

2 =7 41* 9
1 9 —6||*2] = [1]
-3 8 5 11%3 6
Sistem persamaan akan dibentuk menjadi IX =Y
menggunakan OBE:
[ 2 =7 4 1[* 9
1 9 —6 [xz] = [1] , kalikan baris ke-
-3 8 511Ix3 6
1 dengan % diperoleh:
) _ .
A LA
o 3 _1 [le = |3/ kalikan baris ke-
3 3 X3
-3 8 5| 6

1dengan —1 kemudian jumlahkan baris ke-2
dengan hasilnya dan kalikan baris ke-1
dengan 3 kemudian jumlahkan baris ke-3
dengan hasilnya:

[1
I

[0
I

K

-7

2]

2 I X1
22_5 _gi[le = |=1, kalikan baris ke-2
—5

2

dengan 235 diperoleh:
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[1 = 1 [2]

T | b I

|O 1 E| X | = |E|’ kalikan baris ke-2
-5 X3 39

0 > 11 —|

dengan % kemudian jumlahkan baris ke-1
dengan hasilnya dan kalikan baris ke-2
dengan g kemudian jumlahkan baris ke-3

dengan hasilnya:
[1 0 =] =]

| 25 |[X1
|O 1 —16| ] |2_;| , kalikan baris ke-3
47 X3 94
o o ?J [;J
dengan — diperoleh:
88
1 0 ~
0 1 "16 =|-7|, kalikan baris ke-3
25
0 O 2

dengan E kemudian jumlahkan baris ke-1
dengan hasilnya dan kalikan baris ke-3
dengan g kemudian jumlahkan baris ke-2

dengan hasilnya:

1 0 0][* 4
0 1 Oofl*2|=|1
0 0 11lx3 2

Solusi sistem persamaan linier adalah x; =4,
xz == 1, danx3 = 2
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3.1.3 Eliminasi Gauss Jordan dengan Pivoting

Pada sistem persamaan linier dikenal adanya
persamaan pivot (persamaan tumpuan), yakni
persamaan pada baris pertama.
ay1Xq1 + aq2x5 + ag3x3 + -+ aypx, = by & persamaan

pivot
dengan
a,, adalah
elemen
pivot
Az1X1 + AzpXp + Az3X3 + -+ A1pXn = by
An1X1 + AnaXp + ApaX3 + 0+ AppXn = by
Jika elemen pivot = 0 (sangat kecil), maka akan
muncul pembagian dengan nol. Oleh karena itu perlu
dilakukan proses pivoting, yakni mempertukarkan
baris-baris yang ada dalam sistem persamaan linier,
sehingga elemen pivot adalah elemen terbesar.

Contoh:

1)  Tentukan solusi sistem persamaan linier berikut.
0,0003x; + 3x, = 2,0001
x1+x,=1

Solusi.

Diketahui sistem persamaan linier:
0,0003x,; + 3x, = 2,0001

X1 +x,=1
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Bentuk matriks dari sistem persamaan linier ini
adalah:

X
[0,0;)03 ﬂ [x;] _ [2,0;)01]
Elemen pivotnya adalah 0,0003 sehingga perlu
dilakukan pivoting, yakni dengan menukar baris
ke-1 dengan ke-2 diperoleh:

[0,0%)03 ;] [;Cﬂ = [2'0%)01] , kalikan baris

ke-1 dengan -0,0003 kemudian jumlahkan

baris ke-2 dengan hasilnya:
[1 1 Hxl] :[ L ] kalikan baris
0 2,999711x; 1,99981 °’

1
2,9997

ke-2 dengan diperoleh:

[(1) ﬂ [iﬂ :[0,167] , kalikan baris ke-2

dengan -1 kemudian jumlahkan baris ke-1
dengan hasilnya:

1 07[*1] _ 0,33

[() 1] [XZ] - 0,67]

Solusi sistem persamaan linier adalah x; =
0,33 danx, = 0,67

Seperti telah dinyatakan sebelumnya bahwa

metode langsung memiliki keterbatasan dalam
menangani sistem persamaan linier yang besar,
sehingga diperlukan metode numerik untuk
mengatasinya. Selanjutnya, akan dibahas mengenai
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metode iterasi yang merupakan metode numerik dalam
menyelesaiakan sistem persamaan linier.

3.2 Metode Iterasi

Metode iterasi dimulai dari penentuan nilai awal
vektor x° sebagai suatu penyelesaian awal untuk x.
Sistem persamaan Ax = b dituliskan menjadi
IX = (I — A)X + B, sehingga sistem persamaan untuk
iterasi ke-k adalah:

IX® = (1 -4AXx*D4+p ; dimana n=1,2,.. dan
x%adalah tebakan awal.
Beberapa metode iterasi yang dapat diterapkan adalah
iterasi Jacobi dan iterasi Gauss Seidel.

3.2.1 Iterasi Jacobi

Misalkan terdapat sistem persamaan Ax = b
dengan elemen-elemen diagonal semuanya tidak nol,
yakni:
11X + A12X5 + aq3x3 + -+ a1 Xy = by
Ap1X1 + Ap2Xy + Ap3X3 + -+ AypXy = by
An1X1 + ApaXy + Apzxs + -+ AppnXx, = by
Jika a;; = 0 atau nilainya kecil, maka harus diadakan
pengaturan sehingga a; # 0 (dilakukan penukaran
baris-baris dan kolom-kolom). Persamaan pertama
pada sistem persamaaan linier dapat diselesaikan
untuk x;, persamaan kedua untuk x, dan seterusnya
yang dituliskan sebagai berikut:

_ bi—aqxx3—-a43x3——a1pnXp

X, =

a1
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X = by—az1X1—=Ap3X3—"—A1nXn
5 =
Qazz
X = bp—0pn1X1—0n2Xy—"—Anpn—1Xn—1
n =
Ann

Proses iterasi untuk memperoleh nilai hampiran
X1, X5, ..., X, dimulai dengan menentukan tebakan awal

untuk nilai x tersebut, yakni xl.(o). Berdasarkan tebakan
awal ini akan diperoleh nilai xl.(l) dan iterasi berlanjut

hingga diperoleh nilai x. Kondisi ini dapat dituliskan

sebagai berikut:

x, K = by—aq20, & D —q kDo x, D
! a1

x (k) — b2_a21x1(k_1)_a23x3(k_1)—~-'—a1nxn(k_1)
2 azz

(k—1) _ (k—1)

—Ann-1Xn-1

x. () = bp—an1%, *V-ap,x,
n Ann

Secara umum dapat dituliskan:

bi—%j_4 aijx]('k_l)
k) _ ji
xi B : QAii
dimanan=1,2,..., xi(o) adalah tebakan awal, dan xi(k)

adalah nilai hampiran ke-k untuk k = 1,2, ...
Berikut ini langkah-langkah Iterasi Jacobi:
a) Menentukan sistem persamaan.
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b) Menentukan penyelesaian awal/tebakan awal
(0)
()
c¢) Menentukan iterasi maksimum atau toleransi
d) Membentuk sistem persamaan menjadi x( ) =
bi— Z] 1al]x](n_1)
””a_. ,dimanan = 1,2, ...
e) Iterasi dihentikan jika memenuhi kriteria
konvergen, yakni:
}
max [ x‘ | < toleransi
1<isn
f) Menampllkan hasil
Contoh:
1.  Tentukan solusi sistem persamaan linier berikut

menggunakan iterasi Jacobi dengan xl.(o) = 0 dan
toleransi 0,01!

10x; —x, + 2x3 =6

—x1 + 11xy —x3 + 3x4 = 25

2x1 — x5 +10x3 — x4, = —11

3x, —x3 +8x4, =15

Solusi:
Sistem persamaan linier diubah ke dalam bentuk:
6+x,—2%
xl — 2 3
10
25+x1+x3—3x
xz — 1 3 4
11
—11-2x1+x2+x
x3 — 1 2 4
10
15-3x,+x:
x4 — 2 3

8
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Karena x.” = x{* = xgo) = x{” = 0, maka:
Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama).
x, M = oy W2y 0,6

10

(©) 3, @ _35,(©
xz(l) — 25+x; +ici 3X4 — 22727
(D = —11-2201 (9 42, (0 4.5, () - _11

3 o ,
—32, (0 3, (®

x, W =2t g75
Penentuan galat pada iterasi 1, yakni:

leg| =
nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya

nilai hampiran sekarang
0,6—0
—_ | = 1
0,6 |
lea| =

nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya

nilai hampiran sekarang
2,2727—0| —1
2,2727 |
les| =
nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya

nilai hampiran sekarang

—1,1—0|
-1,1
leg| =
nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya

nilai hampiran sekarang

1,875—0| _
1875 |
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J . d-1
Diperoleh bahwa max || =
1<isn xi)
max(1;1;1;1) = 1 > toleransi , sehingga

1<isn
dilanjutkan ke iterasi 2.

Lebih lanjut proses iterasi Jacobi disajikan pada

tabel berikut:
iterasi|x; X2 X3 Xg |&4] | &3] | &3] |&4] tol
o |0 0 0 0
1 10,6 2,2727 -1,1 1,875 1 1 1 1 0,01

2 |1,0473| 1,7159 | -0,8052 (0,8852 | 0,4271 (0,3245 | 0,3661 | 1,1181| 0,01

3 |0,9326| 2,0533 | -1,0493 (1,1309 | 0,1229 |0,1643 | 0,2326 | 0,2172| 0,01

4 [1,0152| 1,9537 | -0,9681 (0,9738 | 0,0813 |0,0510 | 0,0839 | 0,1613| 0,01

5 0,989 | 2,0114 | -1,0103 |{1,0214 | 0,0265 |0,0287 | 0,0417 | 0,0465| 0,01

6 |1,0032| 1,9922 | -0,9945|0,9944 | 0,0142 |0,0096 | 0,0159 | 0,0271| 0,01

7 10,9981| 2,0023 -1,002 [1,0036 | 0,0051 |0,0050 | 0,0074 | 0,0091 | 0,01

8 [1,0006| 1,9987 -0,999 (0,9989 | 0,0025 |0,0018 | 0,0029 | 0,0047 | 0,01

Berdasarkan hasil iterasi diperoleh solusi sistem
persamaan linier adalah
x; = 1,00; x, =1,998; x3 = —0,999; x, = 0,9989

karena max e i
1<isn xiJ
lmax (0,0025;0,0018; 0,0029; 0,0047) =
<i<n

0,0047 < toleransi
3.2.2 Iterasi Gauss Seidel

Iterasi Gauss Seidel merupakan modifikasi dari
iterasi Jacobi, yaitu setiap nilai x; yang baru dihasilkan
segera dipakai pada persamaan berikutnya untuk
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menentukan nilai yang lainnya. Kondisi ini dapat
dituliskan sebagai berikut:

xl(k) — by—aipx, %V —ay3053 %D - —aypx, D
ai1

xz(k) — by—a1%1 M —az305 %KD~ —ay 0, D
azz

xn(k) — bn—=an1 %1% —arp %, ——apn 160,
QAnn

Secara umum, sistem persamaan tersebut dapat
dituliskan:

i-1 (k) _

(k=1)
oM bi-Yj=1aijx;
L

n
Yj1 @ij%;

Qi

dimanan=1,2,..., xi(o) adalah tebakan awal, dan xi(k)
adalah nilai hampiran ke-k untuk k = 1,2, ...
Penggunaan nilai x; yang baru diperoleh pada
persamaan berikutnya mengakibatkan konvergensi
pada iterasi Gauss Seidel lebih cepat dibandingkan
iterasi Jacobi.

Langkah-langkah Iterasi Gauss Seidel, yakni:

1)  Menentukan sistem persamaan.
2) Menentukan penyelesaian awal (xl.(o))

3) Menentukan iterasi maksimum atau toleransi
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4)  Membentuk sistem persamaan menjadi xl.(k) =
bi-Sit a0 -gn gD
i ’a” ) dimanan=1,2,..
122
5) Iterasi dihentikan jika memenuhi kriteria
. J i1 .
konvergen, yakni: max [°—%“—| < toleransi
1zisnl  x)
6) Menampilkan hasil
Contoh:
1)  Tentukan solusi sistem persamaan linier berikut

dengan iterasi Gauss Seidel dengan xl.(o) = 0 dan
toleransi 0,01!

10x; —x, +2x3 =6

—x1 + 11xy — x3 + 3x4 = 25

2x1 — x5 + 10x3 — x4, = —11

3x, —x3 +8x4 =15

Solusi:
Sistem persamaan linier diubah ke dalam bentuk:
6+x,—2x
xl — 2 3
10
25+x,+x3—3x
xz — 1 3 4
11
—11-2x41+x,+x.
x3 — 1 2 4
10
15-3x,+x
x4 — 2 3
8
0 0 0 0
Karena x” = x{? = x{” = x{” = 0, maka:

Iterasi 1 (Pengulangan perhitungan pertama).

=0,6

x (1) — 6+xZ(0)—2X'3(0)
1 10
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2 11 ’
x (1) — —11—29(1(1)+XZ(1)+X4(0) — _0 9873
3 10 ’
15—3x, D 4231
x, D =2 "3 — (8789

Penentuan galat pada iterasi 1, yakni:

leg| =
nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya

nilai hampiran sekarang
0,6—0
el
0,6
lea| =
nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya

nilai hampiran sekarang
2,3273-0
S
2,3273
les| =
nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya

nilai hampiran sekarang

|=1

—0,9873-0

nilai hampiran sekarang—nilai hampiran sebelumnya

nilai hampiran sekarang

0,8789—0| _
08789 |
. xl-j—xl-j_l
Diperoleh bahwa max |[———| =
1<i<n xil
max (1;1;1;1) = 1 > toleransi , sehingga
<isn

dilanjutkan ke iterasi 2.
Lebih lanjut proses iterasi Gauss Seidel disajikan
pada tabel berikut:
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iterasi | x; X2 | X3 X4 |&4] |&,] |3 |g4| | tol
0 0 0 0 0
1 0,6 2,3273| -0,9873 | 0,8789 1 1 1 1 0,01

2 1,0302| 2,0369| -1,0145 | 0,9843 | 0,4176 | 0,1425 |0,0268 | 0,1072 |0,01

3 1,0066| 2,0036| -1,0025 | 0,9984 | 0,0234| 0,0167 |0,0119 | 0,0140 |0,01

4 1,0009| 2,0003| -1,0003 | 0,9998 | 0,0057 | 0,0016 |0,0022 | 0,0015 |0,01

Berdasarkan hasil iterasi diperoleh solusi
sistem persamaan linier adalah x; = 1,0009;
x, =2,0003 ; x3=-1,0003 ; x, =0,9998

Jaj—1
karena max [F=X
1<isn xi)
1m_ax (0,0057;0,0016;0,0022;0,0015) =
<isn

0,0057 < toleransi

Iterasi pada Jacobi dan Gauss Seidel bisa saja
tidak konvergen (menuju suatu nilai tertentu) jika
matriks tidak diagonal utama (Kaw, 2011). Suatu
matriks dikatakan diagonal utama jika koefisien pada
diagonal utama lebih besar atau sama dengan jumlah
koefisien pada baris itu. Kondisi ini dituliskan sebagai
berikut:

Aix Q12 Q13 .. Al by
a1 dpyz dzz - oy

Ax = b o xz = b2 ,
Ap1 Apz QApz - Qpp Xn by,

matriks A dikatakan diagonal utama jika untuk setiap 1

berlaku |a;| > Y74 |a;;|, atau untuk paling sedikit satu
JES
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{ berlaku |a;| > ¥ ;|a;;|. Jadi jika kondisi ini tidak

i

terpenuhi, maka proses iterasi bisa konvergen atau bisa
tidak konvergen.

Contoh:

1)  Tentukan apakah sistem persamaan linier berikut
membentuk matriks diagonal utama.
X1 +x, +x3 =3
2x1 +3x; +4x3 =9
X1+ 7x,+x3=9
Solusi.
Sistem persamaan linier dapat dibentuk dalam
notasi matriks, yakni:

1 1 11* 3
2 3 4||1%|=19
1 7 111x3 9
Akan ditunjukkan apakah matriks keofisien
membentuk diagonal utama. Untuk itu, tinjau

1 1 1
matriks [2 3 4] dengan kondisi:
1 7 1

lai] = 11l =1 <|aqz| + lags| = 11| + [1] = 2
lazz| = 131 = 3 < lay | + laxs| = 12| + 14| = 6
lags| = [1] = 1 < |az;| + |azz| = 11| + 17| =8
Berdasarkan kondisi tersebut diketahui bahwa
matriks keofisien bukan diagonal utama.
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Meskipun dilakukan pertukaran baris pada sistem
persamaan, matriks keofisien tetap tidak
memenuhi kondisi diagonal utama yang
disyaratkan.

87
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RANGKUMAN

1.  Sistem persamaan linier Ax = b dengan n
persamaan dan n peubah dapat dituliskan ke
dalam bentuk notasi matriks dan dapat
diselesaikan dengan metode langsung (metode
analitik) atau metode iterasi (metode numerik).

2.  Metode langsung (metode analitik) adalah metode
penentuan solusi sistem persamaan linier yang
umum digunakan pada sistem persamaan yang
tidak terlalu besar. Beberapa metode langsung
yang dapat diterapkan, yakni:

a) Eliminasi Gauss
Konsep dasar eliminasi Gauss adalah
mengubah sistem persamaan linier Ax = b
menjadi sistem persamaan segitiga atas UX =Y.
Pembentukan Ax = b menjadi sistem persamaan
segitiga atas UX =Y dapat dilakukan dengan
operasi baris elementer (OBE), yaitu:
i. Pertukarkan dua baris
ii. Kalikan suatu baris dengan skalar yang
tidak nol
iii. Jumlahkan suatu baris dengan hasil
kali pada baris yang lain.
b) Eliminasi Gauss Jordan
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Pada eliminasi Gauss Jordan, matriks
koefisien dirubah menjadi matriks identitas, yakni
bentuk Ax = b dirubah menjadi bentuk IX =Y,
dimana I adalah matriks identitas.
c¢) Eliminasi Gauss Jordan dengan Pivoting

Persamaan pivot (persamaan tumpuan),
yakni persamaan pada baris pertama. Proses
pivoting, yakni mempertukarkan baris-baris yang
ada dalam sistem persamaan linier, sehingga
elemen pivot adalah elemen terbesar.

Metode iterasi adalah metode numerik untuk
mengatasi keterbatasan metode analitik dalam
menangani sistem persamaan linier yang besar.
Metode iterasi dimulai dari penentuan nilai awal
vektor x° sebagai suatu penyelesaian awal untuk
x. Beberapa metode iterasi yang dapat diterapkan,
yakni:
a) IterasiJacobi

Proses iterasi Jacobi dilakukan untuk
memperoleh nilai hampiran x, x,, ..., x, dimulai
dengan menentukan tebakan awal untuk nilai x
tersebut, yakni xl.(o). Berdasarkan tebakan awal ini
akan diperoleh nilai xi(l) dan iterasi berlanjut
hingga diperoleh nilai xl.(k) . Langkah-langkah
Iterasi Jacobi:

i. Menentukan sistem persamaan.
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iii.

1v.

Vi.
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Menentukan penyelesaian
awal/tebakan awal (xi(o))

Menentukan iterasi maksimum atau
toleransi
Membentuk sistem persamaan

bi— Z] 1aljx]
menjadi xl.(n) = ””a__ ,
dimanan =1, 2,. x.(o)adalah tebakan

(k)

awal, dan x

ke-k untuk k =
Iterasi dihentikan jika memenuhi

) adalah nilai hampiran

kriteria konvergen yakni:
l] xl

max < toleransi

1<isn

Menampllkan hasil

b) Iterasi Gauss Seidel
Iterasi Gauss Seidel merupakan modifikasi

dari iterasi Jacobi, yaitu setiap nilai x; yang baru

dihasilkan

segera dipakai pada persamaan

berikutnya untuk menentukan nilai yang lainnya.
Langkah-langkah Iterasi Gauss Seidel, yakni:

1.
ii.

iil.

Menentukan sistem persamaan.
Menentukan penyelesaian awal (xi(o))

Menentukan iterasi maksimum atau
toleransi
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v.

Vi.

Membentuk sistem persamaan

menjadi xi(k) =

k k-1
b; Z al]x() ]+1al]x]( )

Qi

12, .., (0) adalah tebakan awal, dan

, dimana n =

xl(k) adalah nilai hampiran ke-k untuk
k=12, ..
Iterasi dihentikan jika memenuhi

kriteria konvergen yakni:
] — l]

max

1sisn | xJ

Menampilkan hasil

Iterasi Jacobi dan Gauss Seidel bisa saja tidak

konvergen jika matriks tidak diagonal utama.

Matriks

a1 Q12 Q13 ... aqn
G21 G2z @23 @an| gootakan
Apn1 Qnpz Qupz - QApp

diagonal utama jika jika |a;| > ¥7-|a;;|-

JE!
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LATIHAN

1.  Manakah dari sistem persamaan berikut yang
memiliki diagonal utama:

12 6 0

a) 2 =3 2]
0 6 13
7 5 -1

b) |1 -4 1 ]
0 2 -3

2.  Gunakan metode iterasi untuk mentukan solusi
sistem persamaan linier berikut dengan nilai awal
[¥1 %2 x3]=[1 2 1].
12x1 + 7x, + 3x3 = 22
X1 +5x,+x3=7
2x1 + 7xy — 11x3 = =2

3. Tentukan solusi sistem persamaan linier berikut
dengan iterasi Jacobi dan iterasi Gauss Seidel

dengan xi(o) =1 dan toleransi 0,5. Kemudian
bandingkan hasil yang diperoleh.

4x, + 2x, +x3 =11

—Xq1 +2x, =3

2x1 + x5 +4x3 = 16

4. Susunlah suatu formula pada Microsoft Excel

untuk menerjemahkan langkah-langkah pada
iterasi Gauss Siedel! Kemudian tentukan solusi
sistem persamaan linier berikut
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4x, +x; —x3 =3

X1+ 6xy —2x3 + X4 — X5 = —6

Xy + 5x3 — x5+ X = —

2xy; +5x4 — X5 —x7 —x3 =0

—X3 — X4 +6X5 — X —xg = 12

—X3 — X5 + 5x¢ = —12

—X4 +4x; — xg = =2

—X4 — X5 — X7 + 5xg = 2

Dalamsuatu kondisi, ditemukan bahwahubungan
antara biaya operasimobilterhadap
kecepatanmengikutibentuk  fungsi  kuadrat.
Gunakandata yangditunjukkan di bawah iniuntuk
memperoleh suatu sistem persamaan. Kemudian
gunakansistem persamaan tersebut untuk
menentukanbiaya operasimobilsaatkecepatan

60km/jamdan80 km/jam.
Kecepatan Biaya operasi per km
(km/jam) (dalam ribu)
10 22
20 20
50 20

Petunjuk.f (x) = ax? + bx + ¢, dimana x adalah
kecepatan dan f(x) adalah biaya
operasi.Gunakanlah metode numerik untuk
menentukannya.Sertakan alasan penggunaan
metode.
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Suatu perusahaan perumahan meminjam Rp
2.250.000.000,00 dari tiga bank yang berbeda
untuk memperluas jangkauan bisnisnya. Suku
bunga dari ketiga bank tersebut adalah 5%, 6%,
dan 7%. Tentukan berapa pinjaman perusahaan
tersebut terhadap masing-masing bank jika bunga
tahunan yang harus dibayar perusahaan tersebut
adalah Rp 130.000.000,00 dan banyaknya uang
yang dipinjam dengan bunga 5% sama dengan dua
kali uang yang dipinjam dengan bunga 7%?
Gunakanlah metode numerik untuk
menentukannya! Sertakan alasan penggunaan
metode.
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BAB 4
INTERPOLASI

Tujuan:
“Pembelajaran tidak
didapat dari kebetulan
o ) o semata. la harus dicari
pemikiran logis, kritis, dengan semangat dan
dan sistematis dalam disimak dengan tekun”
mema.haml konsep (Abigail Adams-Ibu
teoretismetode  Negara Amerika Serikat
interpolasi. Y kedua)

¥ Mahasiswamenunjukk .
an kinerja mandiri dan
rasa tanggung jawab I e
dalam menerapkan
konsep teoretismetode
interpolasi dalam
menyelesaikan soal.

¥ Mahasiswa mampu
menerapkan

4.1 Polinomial Taylor

Kebanyakan metode-metode numerik yang
diturunkan berdasarkan pada penghampiran fungsi ke
dalam bentuk polinom (suku banyak). Fungsi yang
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bentuknya kompleks menjadi lebih sederhana bila
dihampiri dengan polinom, karena polinom merupakan
bentuk fungsi yang paling mudah dipahami
kelakuannya.

Sebuah fungsi dapat diekspansikan menjadi
polinomial orde ke-n yang dikenal sebagai Deret Taylor.
Deret Taylor merupakan konsep yang berguna untuk
menurunkan suatu metode numerik. Deret Taylor
memberikan nilai hampiran bagi suatu fungsi pada
suatu titik berdasarkan nilai fungsi dan turunannya
pada titik yang lain. Deret ini merupakan representasi
fungsi matematika sebagai jumlahan tak hingga dari
suku-suku yang nilainya dihitung dari turunan fungsi
tersebut di suatu titik. Deret ini dapat dianggap sebagai
limit polinomial Taylor. Bila deret tersebut terpusat di
titik nol, deret tersebut dinamakan sebagai Deret
Mclaurin.

Teorema Deret Taylor (Bartle, 2000).Andaikan n €
N , misalkan [:=[a,b] dan f:I > R sedemikian
sehingga f dan semua turunannya f’,f”,f”,..,f™
kontinu pada selang I dan f™*D ada pada selang
[a, b] .Jika x, € [a,b], maka untuk nilai-nilai x di I
terdapat titik c di antara x dan x,sedemikian sehingga:

F@) = Fxo) + f/(xo) (x — x0) + " () S 4 4
(n+1)

Q) G=x0)" | c(nt1) () Ex) ™
o) ——+f (c) ey


http://id.wikipedia.org/wiki/Fungsi_matematika
http://id.wikipedia.org/w/index.php?title=Deret&action=edit&redlink=1
http://id.wikipedia.org/wiki/Limit
http://id.wikipedia.org/wiki/Polinomial_Taylor
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Suku-suku deret Taylor tidak berhingga
banyaknya, sehingga untuk alasan praktis deret Taylor
dipotong sampai suku orde tertentu, yakni:

Pp(x) = f(x0) + f'(x0)(x — xo) + f”(xo)%+ T
f(")(xo)%

Hal ini mengakibatkan adanya suku sisa pada deret
Taylor, yakni:

R,(x) = P,(x) — f(x) =
X

. f(n+1) (©) _ (n+1) (x_xo)(n+1) (n+1)
dimana e (x — xp) < EreTT 1[?0% f (o)

f(n+1) ©
(n+1)!

(x —x) ™D x, <c <

Suku sisa adalah perbedaan antara fungsi dan
polinomial hampirannya. Untuk x cukup dekat
terhadap x,, suku sisa haruslah cukup kecil. Suku sisa
memberikan galat pemotongan (truncation error) jika
hanya n buah suku pertama pada deret Taylor yang
digunakan untuk menyatakan fungsi (polinomial
dipotong hanya sampai orde tertentu).

Contoh:

1)  Tentukan polinomial Taylor orde 3 pada titik

xo = 0 untuk f(x) = (1 +x) /2
Solusi.

fO =0 +x) 26 f(x)= %(1 +x) 2

o f10 = —2(1+2) 772



2)
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o) =21+

Selanjutnya, f(x) dan turunannya disubtitusi ke
persamaan deret Taylor:

Ps(0) = (A +x0)72) + (G +x0)72) (x = x0) +

1 -3 —-x9)?2
(30040 ) 22

(Z 1+ xO)—S/Z) (x—:!o)
o P(0) =(1+0)7242(1+0) 72(x) +
1 -3 x?
(—1(1 +0) /2);+
3 -5 x3

(Fa+072)3
o P(x)=1 +%x —%xz +1i6x3
Jadi polinomial Taylor orde 3 pada titik x, =0
untuk f(x) = (1+x)/2 adalah 1+5x—Zx%+

1
— 3
16

Gunakan polinomial pada contoh 1) untuk
menentukan hampiran nilai /1,1 dan tentukan
batas galat dan galatnya!

Solusi.

Berdasarkan contoh 1) diketahui bahwa f(x) =
(1+x) Y 2, karena akan ditentukan hampiran nilai
v/1,1 maka perlu diketahui berapakah nilai x.
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fx) =01 +x)1/2 =+/1+ x, karena V1 + x =1,1
berakibat bahwa x = 0,1

Menentukan hampiran nilai +/1,1 Dberarti
menentukan hampiran nilai £(0,1)dengan f(x) =

a1+ x)1/2, yaitu:
_ 1. _1. 2,13
P;(x) =1 tox—oxt+x
o P3(01) =1+5(01) -2 (01 +=(0,1)° =
1,0488125

Jadi hampiran nilai /1,1 adalah 1,0488125
Untuk menentukan batas galat digunakan rumus
suku sisa, yakni'

F () (

IR (x)| = (nH),
Ir'"" @l (C)| 4,
o |R3(0,1)] = (01-0)*;0<c<0,1
dimana f(c) = (1 +o)2 6 f(c) = 1—6(1 +

—x) ™D x, <c<x

o) 'z, sehingga'

IR3(0,1)| = e |( 0,1)*

_(1+ ) /

— 16 4
== (0,1)

_ 1500,1* 7
> == (14¢) /2

=3,91x10"6(1 +¢) /2
<391x107% max (1+c¢) /2
c€[0,0,1]
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Perhatikan tabel berikut untuk menentukan nilai

(e

c A+c)

0] 1
0,01 0,965773
0,02 0,933038
0,03 0,901716
0,04 0,871733
0,05 0,843019
0,06 0,81551
0,07 0,789145
0,08 0,763865
0,09 0,739618

0,1 0,716351

0] 1

Berdasarkan tabel, nilai max (1+c¢) /2 yang
cel0,0,1]
dipilih adalah 1 karena merupakan nila
maksimum, sehingga diperoleh:
< —6 _7/ =
|R5(0,1)| < 3,91 x 10 cen[%)?o),(ﬂ(l +c) /2

3,91 x 1076(1)

|R;(0,1)] < 3,91 x10°°

Jadi batas galat dari nilai hampiran adalah galat <
3,91 x 107°.
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Untuk menentukan galat digunakan R,(x) =
P,(x) — f(x) dengan f(x) adalah nilai eksak1,1,
sehingga diperoleh:

|R;(0,1)| = |P5(0,1) — £(0,1)| = ]1,0488125 —
1,0488088| = 3,7 x 10°°

Jadi galat nilai hampiran /1,1 adalah 3,7 x 107°
yang kurang dari batas galat, sehingga nilai
hampiran cukup akurat untuk digunakan.

4.2 Interpolasi Polinomial

Polinomial dapat digunakan untuk mencari nilai
di antara titik data yang diketahui. Untuk (n + 1) buah
titik data, maka akan terdapat suatu polinomial orde n
atau kurang yang melalui semua titik. Berikut ini
contoh polinomial derajat 1 yang terbentuk dari 2 buah
titik. Polinomial derajat 1 ini membentuk suatu garis
lurus.

o] 1 2 3 4

Gambar 4.1 Polinomial Derajat 1
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Polinomial berderajat n dituliskan sebagai f(x) = a, +

a1 x + azx? + -+ ax".

Metode yang digunakan untuk mencari suatu nilai
di antara titik data yang diketahui adalah interpolasi.
Interpolasi (sisipan) menghubungkan titik-titik data
diskret dalam suatu cara yang masuk akal sehingga
dapat diperoleh taksiran layak dari titik-titik data di
antara titik-titik yang diketahui. Jika diketahui dua
buah titik (titik x; dan titik x;), maka dapat diketahui
perkiraan titik x, diantara titik x; dan x;.

4.2.1 Interpolasi Polinomial Newton

Interpolasi polinomial Newton terdiri dari
interpolasi linier, interpolasi kuadrat, hingga
interpolasi orde n.

1.  Interpolasi Polinomial Linier

Interpolasi polinomial linier mengasumsikan
bahwa hubungan titik-titik antara dua titik data adalah
linier. Pendekatan interpolasi polinomial linier adalah
dengan menggunakan fungsi linier f;(x) , yakni
menghubungkan dua titik data dengan garis lurus.
Misalkan terdapat dua titik data, yaitu (x, f (%)) dan
(x4, f (x1)) maka diperoleh persamaan garis linier yang
melalui dua titik melalui persamaan berikut:

f1(0)—f(%o) _ X~Xo
fx1)—f(xo)  x1—%g
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o i) = f(xo) +TELED (x — x)

© f1(x) = ag + a1 (x — xo)
Secara umum, persamaan interpolasi polinomial linier
adalah:

f1(x) = ag + a;(x — xo)

dengana, = f(x,) dana; = f(x1)=(x0)

X1—Xo
Iustrasi.
F(x)
flx)4 ”
.| /
fi (%) /
fxg) §
] T T —o—
0 1 xp 2 X 3 4y,

Gambar 4.2 Interpolasi Polinomial Linier

Gambar 4.2 menggambarkan suatu fungsi f(x)
yang dihampiri menggunakan polinomial linier dimana
diketahui dua titik data pada fungsi f(x), yaitu
(x0, f(x0)) dan (xq, f(x;1)) . Selanjutnya, akan dicari
nilai diantara dua titik data tersebut menggunakan

f1(x)-
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Contoh:

1)

Tentukan nilai sin x untuk x = 0,785398 (x dalam
radian) dengan menggunakan metode interpolasi
polinomial linier berdasar data: sin0 =0 dan
sin1,5708 = 1.

Solusi.

Diketahui  bahwa  (xg, f(xy)) = (0,0) dan
(x1, f(x1)) = (1,5708,1). Nilai hampiran sin x saat
x = 0,785398 dilakukan dengan menggunakan
interpolasi polinomial linier, yaitu:

fi(x) = ay + a;(x — xy)dengan

ap = f(xo) =0

q, = L&) 170 4 ea00qg
1 1% 15708-0 '

sehingga diperoleh:

fi(x) =0+ 0,636618(x — xy) < f1(x) =0+
0,636618(0,785398 — 0)
© filx) =
0,636618(0,785398)
o filx) =
0,636618(0,785398) =
0,499999

Jadi nilai hampiran sinx untuk x = 0,785398 (x
dalam radian) adalah 0,499999.

Dapat ditentukan bahwa nilai
eksak sin 0,785398 = 0,707107 sehingga terlihat
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bahwa terjadi galat antara nilai eksak dengan nilai
hampiran, yaitu:

o = 0.707107-0499999
t— 0,707107

X 100% = 29,3%

Pendekatan polinomial linier dalam menghampiri
fungsi sinx berdasarkan data yang diketahui
disajikan pada gambar berikut:

154

T T T T T T
/ 0 05 1 15 2 25 3

Gambar 4.3 Interpolasi Polinomial Linier
untuk Hampiran Fungsi sin x

Gambar 4.3 menggambarkan suatu fungsi sinx
dihampiri menggunakan polinomial linier f;(x)
dimana diketahui dua titik data, yaitu A(0,0)dan
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B(1,5708,1) . Diperoleh nilai hampiran
sin 0,785398 = 0,499999 dengan galat 29,3%.

Interpolasi Polinomial Kuadrat

Interpolasi polinomial kuadrat dilakukan dengan

menentukan titik-titik di antara tiga titik data dengan
menggunakan pendekatan fungsi kuadrat. Misalkan
terdapat tiga titik data, yaitu (x,, f(x,)), (x4, f(x1)),dan
(x4, f(x2)) maka diperoleh persamaan kuadrat:

f2(x) = ap + as(x — x¢) + az(x — x¢)(x — x1)

dengan koefisien-koefisien a,, a,, a, ditentukan dengan
cara berikut:

v

Untuk menentukan a, digunakan titik x = x, dan
fo(x) = f(xp), sehingga persamaan menjadi:
f2(x) = ag + a;(x — x) + az(x — x0) (x — x1)

© f(xo) = ag + a1 (xo — x0) + az(xo — x0) (xo —
x1)

© ay = f(xo)

Untuk menentukan a, digunakan titik x = x; dan
fo(x) = f(x;1), , sehingga persamaan menjadi:
f2(x) = ag + a;(x — x¢) + az(x — x0) (x — x1)

© f(x1) = f(x0) + ar(x1 — x0) + az(xq — x0) (x1 —
X1)

© f(x1) = f(x) + as(x; — xp)
_ (Fx)=f(xp)

o a =
1 (x1—x9)



NI KADEK RINI PURWATI, S.Si., M.Pd. & NI KETUT ERAWATI, S.Si., M.Pd.

v' Untuk menentukan a, digunakan titik x = x, dan
f2(x) = f(x,), sehingga persamaan menjadi:
f2(x) = ag + a;(x — x¢) + az(x — x0) (x — x1)

( - )
o fx) = fxg) + LETCD (0 5 Y+ ay(x, —

(x1—x0)
xo)(xz - x1)
F(a2)—f (xg)-LEDL 0N (e

(x1—-%x0)

= (x2—x0)(x2—x1)
o a, = (fx2)=f(x0)) (f(x1)—f(x0))

2 (x2—=x0)(x2—x1) (x1=x0)(x2—x1)
oa, = (f(x2)—f(x1) Fx)—f(x0))

(x2=x0)(x2—x1) ~ (x2—%0) (xz—x1)
(f (x1)—f(x0))
(1 —x0)(x2—2x1)

FOe2)—f(x1)) (f(x1)—f(x0))

T 2= (x2—x0)(x2—x1) (x2—x0)(x1—x0)
(f(zfz)—f(?gl)) (f(zq)—f(?;o))
— X2—X1 X1—X0
a2 = (x2—x0)
Contoh:

1)  Tentukan nilai sin x untuk x = 0,785398 (x dalam
radian) dengan menggunakan metode interpolasi
polinomial kuadrat berdasar data: sin0 =0,
sin 0,523599 = 0,5, dan sin 1,5708 = 1.

Solusi.

Diketahui bahwa (x,, f(x)) = (0,0), (x4, f(x1)) =
(0,523599,0,5), dan (x,, f(x;)) = (1,5708,1). Nilai
hampiran sinx saat x = 0,785398 dilakukan
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dengan menggunakan interpolasi polinomial
kuadrat, yaitu:

f2(x) = ag + a;(x — x¢) + a,(x — x¢) (x — x1)
dengan :

ag = f(x) =0
al — (f(xl)_f(xo)) — 0,5-0 — 0’95493
(x1-%0) 0,523599—0
(Fe)-f(x1) (Fxr1)-f(x0))
a, = —X2=*1) (ra-x0)  _
2 (x2=%0)

(1-0,5) (0,5-0))
(1,5708—0,523599) (0,523599—0)
= —0,30396
(1,5708-0)

sehingga diperoleh:

£o(x) = 0 + 0,95493 (x — x,) — 0,30396(x —

x0) (x — x1)

o fo(x) =0+ 0,95493(0,785398 — 0) —
0,30396(0,785398 — 0)(0,785398 — 0,523599)

o f,(x) = 0,95493(0,785398) —
0,30396(0,785398)(0,261799)

o fo(x) = 0,6875

Jadi nilai hampiran sinx untuk x = 0,785398 (x
dalam radian) adalah 0,6875.

Seperti telah diketahui pada contoh sebelumnya
bahwa nilai eksak sin0,785398 = 0,707107
sehingga dapat ditentukan galat antara nilai eksak
dengan nilai hampiran dari interpolasi polinomial
kuadrat, yaitu:
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__0,707107-0,6875

0fy — 0,
g = 2o X 100% = 2,77%

Pendekatan polinomial kuadrat dalam
menghampiri fungsi sin x berdasarkan data yang
diketahui disajikan pada gambar berikut:

14 _.
08 s
nilai eksak -
”
- qow .
054 4 nilai hampiran

044

0.2

Gambar 4.4 Interpolasi Polinomial
Kuadrat untuk Hampiran Fungsi sin x

Gambar 4.4 menggambarkan suatu fungsi sinx
dihampiri menggunakan polinomial kuadrat f, (x)
dimana diketahui tiga titik data, yaitu A4(0,0),
B(0,523599,0,5), dan €(1,5708,1). Diperoleh nilai



Pengantar Metode Numerik

hampiran sin0,785398 = 0,6875 dengan galat
2,77%.

3. Interpolasi Orde-n (Interpolasi Newton)
Interpolasi orde-n dilakukan dengan menentukan
(n+1) titik data, yaitu (xo, f(x0))
(x1, F(x1)), wor, (, £(20)) sehingga terbentuk
polinomial orde n. Bentuk polinomial orde n adalah:

fn(x) = ag + a;(x — x¢) + az(x — x¢)(x — x1) +

ot ap(x —xg)(x — x1) o (X — x521)

dengan koefisien-koefisien ag,ay,...,a, ditentukan
seperti halnya pada interpolasi polinomial kuadrat,
sehingga diperoleh:

ap = f(xo)
_ fED)-f(x0)) _
a; = T Gaxe) flx1, x0]
(f)—f(x1)_(Fxp-f(x0))

a, = (x2-%x1) (1-x0)  _ flxzxal—flxsxol _

2 (x2—x0) (x2—x0)
flx2, x4, x0]
a. = flxnXn—1,-X1]=flXn_1,%n—_2 ...%0] — f[x x X1 X ]

n (xZ_xO) nwAn—-1) A1, A0

Koefisien-koefisien ag, a4, ...,a, membentuk suatu
beda terbagi hingga (finite divided diference).
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Beda terbagi hingga (finite divided diference)
merupakan komponen penting dalam penerapan
interpolasi Newton yang dapat didefinisikan sebagai
berikut:

Misalkan terdapat x,, x4, ... , x,titik yang berbeda, maka
didefinisikan beda terbagi hingga pertama sebagai
berikut:

f[xir x]'] _ f(?;)l:igfj) _ f[éi:;[;c]]

Dan secara umum beda terbagi hingga-n:

X0,X1,-+Xn]—f[X0,%1,-»Xn-1]
(xn—x0)

[
f[xo»xb "'!xn] = 8

Berikut ini contoh beda terbagi hingga pertama, beda
terbagi hingga kedua, dan beda terbagi hingga ketiga:

n|Xi| f(x;)| Pertama |kedua | ketiga
a; = a, = a3 =
1= )=
f[xl'xO] f[xz,xl,xc f[x3ﬂx2;x1,x
o| o) [E0) - | W
aj1—a —21 2
(x1-0)
a1 = ay =
flxo,x1] | flxz,x2,%q
1| x| fO) -
a12—0a11
(x3—2x1)
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) f(xq1)

(x2—x1)

a2 =
flx3,%5]

2 xz f(xZ) —
fx3)—f(x3)

(x3—x2)

3 X3 f(x3)

Pada tabel terlihat bahwa beda terbagi hingga
membentuk persamaan rekursif, yaitu beda terbagi
hingga dari orde lebih tinggi dihitung dengan
mengambil beda terbagi hingga dari orde lebih rendah.
Contoh:

1)

Tentukan nilai sin x untuk x = 0,785398 (x dalam
radian) dengan menggunakan metode interpolasi
Newton berdasar data sin0 = 0, sin0,523599 =
0,5, sin1,0472 = 0,866027, dan sin1,5708 = 1
Solusi.

Diketahui bahwa (x, f(x,)) = (0,0), (x4, f(x1)) =
(0,523599,0,5) , (x4, f(x,)) = (1,0472,0,866027) ,
dan (x3, f(x3)) = (1,5708,1. Nilai hampiran sin x
saat x = 0,785398 dilakukan dengan
menggunakan interpolasi Newton. Pada contoh
ini terbentuk persamaan polinomial orde 3 karena
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melibatkan 4 titik data, sehingga perlu dicari beda
terbagi hingga pertama, beda terbagi hingga
kedua, dan beda terbagi hingga ketiga.

X; f(x;)| Pertama kedua ketiga
_ _ as =
a4 = az = —0,42321 —(—0,24434)
0,699056-0,95493
0 0 0,5—-0 W (1,5708-0)
0 0,523599—0 ’ =—
( I 0,11387
= 0,95493
a;; = Az =
0,25587—0,69905!
1 0,523 0,5 % (1,5708-0,523599
599 ' ' = —0,42321
= 0,699056
0,8 A1z =
X 1,047 660 1-0,866027
(1,5708-1,0472)
2 27
=0,25587
1,570 1
3 8
Berdasarkan beda terbagi hingga tersebut

diperoleh koefisien-koefisien ay, a;,a,, a;, yaitu
a; =0, a; = 0,95493, a, = —0,24434, dan a; =
—0,11387
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Koefisien-koefisien ini kemudian disubtitusi ke
persamaan interpolasi Newton yang dalam hal ini
adalah interpolasi polinomial orde-3, yakni:

f3(x) = ag + a;(x — x0) + az(x — x0) (x —x1) +
az(x — xo)(x — x1)(x — x3)

o f3(x) = 0 4 0,95493(0,785398 — 0) +
(—0,24434)(0,785398 — 0)(0,785398 —

0,523599) + (—0,11387)(0,785398 —

0)(0,785398 — 0,523599)(0,785398 — 1,0472)

o f5(x) = 0,705889

Jadi nilai hampiran sinx untuk x = 0,785398 (x
dalam radian) adalah 0,705889.

Diketahui bahwa nilai eksak sin0,785398 =
0,707107 sehingga galat antara nilai eksak dengan
nilai hampiran dari interpolasi Newton, yaitu:

0,707107-0,705889
== - X 100% = 0,179
t 0,707107 %o A7%

Pendekatan polinomial orde-3 dalam
menghampiri fungsi sin x berdasarkan data yang
diketahui disajikan pada gambar berikut:
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0.8
064
0.44

0.24

0

/

Gambar 4.5 Interpolasi Polinomial Orde-3
untuk Hampiran Fungsi sin x

Gambar 4.5 menggambarkan suatu fungsi sinx
dihampiri menggunakan polinomial orde-3 f5(x).
Diperoleh nilai hampiran sin0,785398 =
0,705889 dengan galat 0,17% . Berdasarkan
gambar terlihat bahwa nilai hampiran semakin
mendekati nilai eksak.

4.2.2 Interpolasi Polinomial Lagrange

Interpolasi  polinomial = Lagrange  adalah
perumusan ulang dari interpolasi polinomial Newton
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yang menghindari penghitungan beda terbagi hingga.
Penurunan bentuk Lagrange secara langsung didapat
dari interpolasi polinomial Newton, yakni:

1.  Menurut interpolasi Newton orde pertama
terdapat bentuk polinomial:

i) = Fxo) + LR (x — x0)  fi(20) = f(xo) +

flxg, x0](x — x0)

dimana f[x,, x,] = L8~ [(x0)
X1—Xg

adalah beda terbagi
hingga.

Beda terbagi hingga dapat ditulis sebagai f[x;,x,] =
f(x1) f (xo)

X1—Xg xo
polinomlal orde pertama, sehingga diperoleh bentuk
polinomial Lagrange orde pertama:

f(0) = Fxo) + 222 (x = x0) + L2 (x = x0)

o fi(0) = f(x) + ““V(g ““V(@
eﬁ@)<““7<a+““7<a+““7(o
o f1(x) = &”ﬂa+“mﬂm

- yang kemudian disubtitusikan ke bentuk
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2.  Menurut interpolasi Newton orde kedua terdapat
bentuk polinomial:
1)- (x2)=f(x1)
fz(x) — f(xo) + (f(x ) f(xo)) (x _xO) + ( (f x2)—f(x1 ) _

X1—=Xo (x2—x0)(x2—x1)

(f(x1)—f(xo)) ) (X _ XO)(X _ X1)

(x2=x0)(x1—x¢)
_ (x—x1) (x—x¢)
o fo(x) = o f(xo) + P flx) +

(x—x0)(x—x1) f(x )
2

(xp—x0)(x2—x1)

_ (x—x0)(x—x1) f(xl)_ (x=x0)(x—x1) f(x1)+

(xp=x0)(x2—x1) (x2—=x0)(x1—x0)

(x—x0)(x—x1) f(xo)

(x2—x0)(x1—x0)

‘_’fz(x) — (x_xll)f(xo) + (x=2x0) (x—x1) f(xo) +

Xo—X (xo—x2)(x0—x1)
T f )

X1—Xo
_(x=xo)Cemxy) _ mxo)bemxy)
" (xz_xO)(xl_xZ)f(xl) (xz—xo)(x1—xo)f(x1) +

(x—x0)(x—x1) f(x )
2

(xp=x0)(x2—x1)
_ (e=xq) (x=x0) (x—x¢)
° fz(x) N Xo—X1 f(xO) [1 + (xo—xz)] + (x1—xo)(x1—x2)f(x1)
(x—2x1)(x1—%0) _ (x—x1)(x1—x2)]
(x2—x¢) (x2—2x¢)

[(X1 —x;) +

(x—x0)(x—x1) f(xz)

(xg—x0)(x2—x1)
_ o (e=x))(x—=x3) (x—%0)
< 20 = G S ] 0 F G ] )
[(x1—x2)(x2—x0) (e—x1)(x1—x0) (X—x1)(x1_x2)] +
(x2—x0) (x2—x0) (x2—x0)

(x=x0)(x—x4) f(xz)

(xa—x0)(x2—x1)
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© fo(x) = oS f () + e f ()

(xo—x1)(x0—272) (x1=x0) (x1—x3)
[(x1 —=x2) (X =%0) +(x—2x1) (x1 —%0)—(x—2x1) (x1—x2)
(x2—x¢)

|+

(x—x0)(x—x1) f(x )
2

(e =x0)(x2—x1)
_ (x—x1)(x—x3) (x=x0)
< fz(x) B (xo_x1)(xo_x2)f(x0) + (x1—x0)(x1—x2)f(x1)
[(xl—xz)(xz—xo)‘i'(x—xl)[(X1_Xo)—(x1_x2)]] +

(x2—x0)

(x—x0)(x—x4) f(xz)

(x3—x0) (x2—x1)
_ o (x=x)(x—x3) (x—x0)
< 200 = G 2 e T o)+ Gt 1)
[(x1—xz)(xz—x0)+(x—x1)(x2 —xo)] +

(x2=x0)

(x—x0)(x—x1) f(x )
2

(a2 =x0)(x2—x1)
_ (x—x1)(x—x3)
<) = G ] F0)
(x—x9) (2 =x0)[(x—2x1)+(x1—x2)]
o) )] 1) [ (r2—x0) ] +

(x—x0)(x—x4) f(xz)

(x2—x0)(x2—x1)

o flx) = ZIex) ey

(xo=x1)(x0—x7)

(x=x0) f(xl) [(xz_xo)(x_xz)]+ (x—x0)(x—x1) f(xz)

(1 —x0)(x1—x32) (x2—x0) (x2—x0)(x2—x1)

(_)fZ(x) — (x—x1)(x—x3) f(xo)_l_ (x—x0)(x—x3) f(x1)+

(xo—x1)(x9—x2) (x1—x0)(x1—x2)

(x—x¢)(x—x1) f(xz)

(x2—x0)(x2—x1)

Berdasarkan penajabaran diperoleh bentuk
umum interpolasi polinomial Lagrange, yakni:
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dengan L;(x) =

fn(x) = Xito Li(x). f(x;)

n x—xj d N
v i — an suku sisa:
]—0,]¢lxi_xj

(x—xg)...(x—x)
((;1+1)! f(n+1) (C)

Contoh:

1)

Diketahui suatu fungsi f(x) = idengan titik-titik

Xo = 2; x; = 2,5; danx, =4 . Tentukanlah nilai
fungsi jika x = 3!

Solusi.

Pada contoh ini digunakan interpolasi polinomial
Lagrange orde-2 karena diketahui 3 titik data,
sehingga bentuk persamaan polinomial Lagrange
orde-2 adalah:

fo(x) = X0 Li(x). f(x) © folx) = Lo(x). f(xo) +
Ly (o). f(xy) + Lz(x) f(xz)

dengan L;(x) = J —0;j#i T dan x = 3, sehingga

diperoleh:

(=) (x=xp) (3-2,5(3-4) _
LO(x)_(xo—xl)(xo—xﬁ Lo(3) = (2-2,5(2-4)
(0,5)(-1)
(-0,5)(-2)

_ (x=xg) (x=x3) _ (3-2)(3-4) _
L) = (1 —x0) (1 —x7) L,G3) = (25-2)(25-4)

=-0,5

€316

5Ly — 1,333
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(3-2)(3-2,5) _

(x—x0) (x—2x4)
L,(x) = XTX)WXTXy) L,(3) = s =

(x2=x0)(x2—2x1)

@5 _
D8 0,167

Kemudian nilai L;(x) disubtitusi ke persamaan
polinomial Lagrange orde-2:

£3) = (-05.5) + (1,333.;—5) +(0167.7)

= (-0,5.0,5) + (1,333.0,4) + (0,167.0,25)

= 0,32495
Diperoleh nilai fungsi saat x = 3 adalah o0, 32495.
Jadi nilai hampiran fungsi saat x =3 adalah
0,32495.

Diketahui bahwa nilai eksak f(3) = § = 0,33333

sehingga galat antara nilai eksak dengan nilai
hampiran dari interpolasi Lagrange, yaitu:

0,33333-0,32495
& = ———" " x100% = 2,519
t 0,33333 % 1%

Tentukan nilai sin x untuk x = 0,785398 (x dalam
radian) dengan menggunakan metode interpolasi
Lagrange berdasar data sin0 = 0, sin 0,523599 =
0,5, sin1,0472 = 0,866027, dan sin1,5708 = 1
Solusi.

Diketahui 4 titik data, sehingga bentuk
persamaan polinomial Lagrange orde-3 adalah:
f3(x) = i3=0 Li(x). f(x;)

© f3(x) = Lo(x). f(x0) + L1(). f(xq1) +

Ly (x). f(x2) + L3 (x). f (x3)
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dengan L;(x) = [T3- Ojil dan x = 0,785398,

sehingga diperoleh:
_ (x—=x1)(x=x2)(x—x3)
LO(x) - (xo—x1) (xo—2x2)(x0—2x3)
o Ly(0,785398) =
(0,785398-0,523599)(0,785398-1,0472)(0,785398—-1,5708) _
(0-0,523599)(0-1,0472)(0—1,5708) o

—0,06
_ (x=x0) (x—x3)(x—x3)
Ll(x) - (31 =%0) (1 —x2) (%1 —x3)
< L,(0,785398) =
(0,785398-0)(0,785398—1,0472)(0,785398—1,5708)
(0,523599-0)(0,523599—1,0472)(0,523599—1,5708)
_ (x=x0)(x=x1)(x—x3)
Lz(x) N (3e2=2x0) (x2—21) (x2—x3)

o 1,(0,785398) =
(0,785398-0)(0,785398—0,523599)(0,785398—1,5708)
(1,0472-0)(1,0472—0,523599)(1,0472—1,5708)

_ Ce=x) Gr—x1) (x—x2)
L3(X) - (x3=x0) (x3—x1)(x3—2x2)

& 15(0,785398) =
(0,785398-0)(0,785398—0,523599)(0,785398—1,0472)
(1,5708-0)(1,5708—0,523599)(1,5708—1,0472)
Kemudian nilai L;(x) disubtitusi ke persamaan

polinomial Lagrange orde-3:
13(0,785398) = (—0,06.0) + (0,56.0,5) +
(0,56.0,87) + (—0,06.1)
= (0) + (0,28) + (0,49) + (—0,06)
= 0,705889

= 0,56

= 0,56

= —0,06
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Jadi nilai hampiran sinx untuk x = 0,785398 (x
dalam radian) adalah 0,705889.

Diketahui bahwa nilai eksak sin0,785398 =
0,707107 sehingga galat antara nilai eksak dengan
nilai hampiran dari interpolasi Lagrange, yaitu:

0,707107-0,705889
& = — . X 100% = 0,179
t 0,707107 % A7%

B ——
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RANGKUMAN

1.  Sebuah fungsi dapat diekspansikan menjadi
polinomial orde ke-n yang dikenal sebagai Deret
Taylor.

2. Teorema Deret Taylor.Andaikan n € N, misalkan
I == [a,b] danf:I —» Rsedemikian sehingga f dan
semua turunannya f’, f”, f”, ..., f ™ kontinu pada

selang I dan f™*V ada pada selang [a,b] .Jika
Xy € [a, b], maka untuk nilai-nilai x di I terdapat
titik ¢ di antara x dan x,sedemikian sehingga:

_ 2
) = £ o) + £/ Go)(x — x0) + " () T2t 4
_ n _ (n+1)
et () % + FOD () %
3.  Suku sisa deret Taylor, yakni:
f(n+1)(c)
Ry(x) = Py(x) — f(x) = ——~(x —

(n+1)!
x0) ™ s x < c < x
dengan P(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x¢) +
_ 2 _ n
f”(xo)—(x ;0) + -+ () )t 1:!0) dan
f(n+1)(c) _ (n+1) (x_xo)(n+1) (n+1)
(n+1)! (x = xo) = T, [r?oaﬁf ()

4. Metode yang digunakan untuk mencari suatu nilai
di antara titik data yang diketahui adalah
interpolasi.
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Interpolasipolinomial Newton terdiri dari
interpolasi linier, interpolasi kuadrat, hingga
interpolasi orde n.
a) Interpolasi polinomial linier

Interpolasi polinomial linier mengasumsi-
kan bahwa hubungan titik-titik antara dua titik
data adalah linier. Secara umum, persamaan
interpolasi polinomial linier adalah f;(x) = ay +

a1 (x — xo) dengan a, = f(x) dan a, = %

b) Interpolasi polinomial kuadrat

Interpolasi polinomial kuadrat dilakukan
dengan menentukan titik-titik di antara tiga titik
data dengan menggunakan pendekatan fungsi
kuadrat. Persamaan interpolasi polinomial
kuadrat adalah f,(x) =ag + a;(x — xp) + a,(x —

Xo)(x — x71) dengan ay = f(xy),ay =
Fx2)—f(x1)) _(F(x1)—f(*x0))
(f (x1)—f(x0)) a, = (x2—x1) (x1—-x0)
(x1=x0) 12 (x2=x0)

¢) Interpolasi orde-n (interpolasi Newton)
Interpolasi orde-n  dilakukan dengan
menentukan (n + 1) titik data, yaitu (x,, f(x,)),
(x4, f(x1)), oo, (xp, f(x))  sehingga  terbentuk
polinom orde n. Bentuk polinom orde n adalah
fa(x) = ag + a1 (x — x0) + a(x — xo)(x — x1) +
ot an(x—xg)(x — x1) oo (X — x5_1) dengan
koefisien-koefisien ay, a4, ..., a, membentuk suatu
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beda terbagi hingga (finite divided diference),
yakni:

ao = f(xo)

ay = flxy, xo]

az = flxz, %1, %]

an = f[xn! Xn—1s ) X1, xO]
Secara umum beda terbagi hingga-n dirumuskan
dengan:

Flxo. %1, X ]=FlX0, %1, 0Xn—1]
X0, X1, e, X ] =
f[ 0 1 Tl] (xn_xo)

6. Interpolasi polinomial Lagrange

Interpolasi  polinomial = Lagrange  adalah

perumusan ulang dari interpolasi polinomial

Newton yang menghindari penghitungan beda

terbagi hingga. Bentuk umum interpolasi

polinomial Lagrange adalah fulx) =
X—Xj

i=o Li(x). f(x;) dengan L;(x) = ?zo;jiix_i_x]j dan

suku sisa; Z=X0-0m) (1) (),

(n+1)!
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LATIHAN

1.

Tentukan polinomial Taylor orde 3 untuk fungsi
f(x) = (1 —x)2 pada titik x, = 0, dan gunakan
polinomial tersebut untuk menentukan nilai
hampiran £(0,05) . Tentukan batas galat dan
galatnya!

Gunakan aproksimasi hingga orde 4 dari deret
Taylor untuk fungsi f(x) =-0,1x*—0,15x3 —
0,5x2 —0,25x + 1,2 pada titik x, =0 untuk
menentukan hampiran nilai f(1)!

Berikut ini disajikan nilai untuk fungsi f(x) =
tan x pada beberapa nilai x, yaitu:

x 1 1,1 1,2 1,3
tanx 1,5574 | 1,648 | 2,5722 | 3,6021

Gunakan interpolasi polinomial linier untuk
menentukan tan(1,15)!

Berikut ini disajikan nilai untuk fungsi f(x) =
cos x pada beberapa nilai x, yaitu:

X 1 1,1 1,2 1,3
cosx 0,5403 | 0,4536 | 0,3624 | 0,2675

Gunakan interpolasi polinomial Newton untuk
menentukan cos(1,15)!

Berikut ini disajikan data, yaitu:

| x 1 | 1,3 1,6 1,9 |22 |
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[f@) [o,77 [062 [046 [028 [o11 |

Gunakan interpolasi polinomial Lagrange untuk

menentukan f(1,5)!

6. Sebuah roket diluncurkan dari darat, kecepatan
meluncur disimbolkan dengan v(t) yang diukur
pada waktu (t) tertentu. Misalkan dalam suatu
pengukuran kecepatan meluncur roket untuk
waktu 0 < t < 30diperoleh data sebagai berikut:

t(s) o |10 15 22 25 30
v(t) 0O |250 [350 |655 |890 |910
(m/s)
Tentukanlah kecepatan roket saat t =5s,t =
20s,t=23s
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BAB 5

INTEGRASI NUMERIK

Tujuan:

¥

Mahasiswa  mampu
menerapkan
pemikiran logis, kritis,
dan sistematis dalam
memahami konsep
teoretismetode
integrasi numerik.
Mahasiswamenunjukk
an kinerja mandiri dan
rasa tanggung jawab
dalam  menerapkan

konsep
teoretismetode
integrasi numerik

dalam menyelesaikan
soal yang terkait
dengan menentukan
luas di bawah kurva.

“Start where you are,
use what you have,
do what you can.”

(Arthur Ash-
American
professional tennis

player)
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Integral tentu I = fab f(x) dx untuk x dan f(x) €

R pada dasarnya adalah suatu limit jumlahan Riemann
dari nilai-nilai fungsi di berhingga (n+ 1) titik-titik
diskrit, yaitu:

[, fG) dx = lim T, f(®)Ax;; dengan a = xp < x; <

-+ < x, = b. Penentuan hasil integral tentu dengan
menggunakan metode analitik biasanya sulit bahkan
ada yang tidak dapat dievaluasi. Oleh karena itu,
penentuan hasil integral tentu dan masalah integral
yang lebih umum dapat dilakukan melalui penggantian
fungsi f(x) dengan suatu fungsi hampiran f,(x) yang
lebih mudah diintegralkan yang dapat dituliskan
sebagai berikut:

1= f: f(x) dx = f: fn(x) dx dimana fungsi
fn(x)adalah suatu polinomial derajat n yang berbentuk
fn(x) =ag+aix + -+ ap_1x™ 1+ ax™.

Penggantian fungsi f(x) atau data tertabulasi
dengan suatu fungsi hampiran f, (x) yang lebih mudah
diintegralkan merupakan dasar dari rumus Newton-
Cotes. Terdapat beberapa metode numerik yang
menerapkan rumus Newton-Cotes, diantaranya adalah
integrasi aturan trapesium dan integrasi aturan
Simpson.
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5.1 Integrasi Aturan Trapesium

Integrasi aturan trapesium didasarkan pada
interpolasi linier dari fungsi f(x) padainterval [x;_4, x;]
untuk setiap i=1,2,..,n . Karena integrasi
menggunakan polinomial orde 1 sebagai fungsi
hampiran, maka integrasi dapat dituliskan sebagai
berikut:

I=[ fe) de= [ fi(x) dx (5.1)

Misalkan diketahui suatu fungsi f(x) pada
interval [xy,x;] yang akan ditentukan integralnya
digambarkan sebagai berikut.

e
y=f(x) EM{EN)
(x.;., f {:xn})
¢ x‘; xi
Gambar 5.1 Fungsi f(x)

Selanjutnya fungsi f(x) diselesaikan dengan
menggunakan fungsi hampiran yang berupa
polinomial orde 1:
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y=f(x) (x5, F(20))
=i

(xnsf'[xn})

1]

Xo. x:l.
Gambar 5.2 Fungsi Hampiran f,(x)
Berdasarkan Gambar 5.2, fungsi f;(x) adalah suatu

fungsi garis lurus yang melalui dua titik, sehingga
persamaannya adalah:

f(x) = fxo) + R0 (x — ) (5:2)

Persamaan 5.2 disubtitusi ke persamaan 5.1, sehingga
diperoleh:

| = f;i)l [f(xo) + f(x1)—f(xo) (x _ xo)] dx

( ) ( )1 *1
oI =xf(xy) + f—x; £x0 - (x — x0)?
o X0
(x1)—f(xp) 1
o= [x1 f(xo) + L)~/ (%) 1 x; £0x0 5 (x1 — xo)z] - [xo-f(xo) +
flx)—f(xp) 1
T x-xg 2 (xo xo) ]

o 1 =x1.f(x0) + 35 (F (1) = £ (x0)) (1 — X%o) — Xo- f (o)
o I =xq. f(xy) + %(xl.f(xl) — Xo. f(xq) — x1. f(x0) +
xo-f(xo)) — Xo- f (x0)
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o] = %xl.f(xo) —%Xo-f(xo) + %x1f(x1) _%xo-f(xl)
o 1 =200 — x0)f (x0) +3 (g — x0)f (xy)
o =300 = xo)[f (o) + f(x1)]

Menurut polinomial Lagrange, persamaan 5.2
dapat dituliskan sebagai:

fix) = E28 F(x0) + E22 £ () (5.3)

Persamaan 5.3 disubtitusi ke persamaan 5.1, sehingga
diperoleh:

Pz 0[S ) + S22 ()]

Xo
_ fCo) X1, _ flxa) (X1,
o= Xo—11 fxo (x —2x1) d(x —x) + PO fxo (x
x0) d(x — x)
o] = f(x0) l(x_xl) f(xl) 1(x

Xo—X1 2 X1—Xo 2

— Xo)°
X0

b
ler%ﬁm_mf—mraﬂujgum—
1 0

x0)% — (xo — xo)z]l

o] = %[%.—(xo — x1)? +£(X1 - xo)z]
= %[—(xo —x1)f (xg) + (1 — x0) f(x1)]
= ~[(y — x%0)f (o) + (g — %) f (1]

I'= 20— x)[f (x0) + f ()]
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Hampiran nilai integral fungsi f(x) pada interval
[x0, x1] dapat juga ditinjau berdasarkan Gambar 5.2
yang membentuk suatu trapesium. Nilai integral
tersebut akan sama dengan luas trapesium yang
dibentuk oleh fungsi f; (x) pada interval [x,, x4].
Diketahui bahwa Luas trapesium = % X
jumlah sisi sejajar x tingg , sehingga berdasarkan
Gambar 5.2 terlihat bahwa tinggi trapesium = (x; —
Xo) dan jumlah sisi sejajar = f(x,) + f(xq).
Berdasarkan penjabaran ini diperoleh rumus integrasi
aturan trapesium:

I=[7fQ) dx = [f(xo) + fxp]. (x1 — o)

(5.4)

Galat integrasi aturan trapesium dapat ditentukan
melalui suku sisa polinomial yang dalam hal ini
digunakan suku sisa polinomial Lagrange orde 1, yakni:

(x—2x0) (x—x1)
Ra) = 2 F 0@

o Ry(x) = EEREE ()
o Ri() = [ D (e —x)(r — )

R

o Ri(x) = fT(C)f;Ol(xz — XX — X1X + XgXx1) dx
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& R,(x) = #[f;? x? dx — f;}lx(xo +x;) dx +
f: XoX1 dx]

o R (x) = r (C)[ (xo;rxl)xz + xoxlx]

X1

Xo
o Ri(x) = fl—(c) [2x3 — 3(xo + x1)x? + 6x0x1x]|§;

© Ri(x) = (

[2x3 — 2x3 — 3(xg + x1) (x¥ — x8) +
6x0%1 (21 — xo)]

o R (x) = flgc) [2x3 — 2x3 — 3xox? +3x3 —3x3 +
3x3x; + 6x9xF — 6x8x,]

o Ry () = 2 [xf — 13 + 33037 — 323,

o Ri(x) = —fl—éc) [—x3 + x3 — 3x0x? + 3x3x,]

II( )
o Ri(x) = —flzc (1 — x0)3

Sehingga galat integrasi aturan trapesium adalah:

e = 2 O)xg < c<x;  demgan  f(c) =
gt @ g

— . Yang merupakan nilai rerata turunan kedua.
Contoh:

1)  Tentukan hasil dari | 02 sin x dx dengan

menggunakan integrasi aturan trapesium!
Solusi.

Diketahui bahwa f(x) = sinx dengan x, = 0 dan
x, = 2, sehingga:
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I=[sinxdx = 2[f(0) + f(2)].(2 - 0)
dimana f(0) = sin0 = 0dan f(2) = sin2 = 0,909,
maka diperoleh:

= .0,909.2 = 0,909
Penentuan galat dapat dilakukan dalam beberapa
kondisi, yakni:

a)

b)

Menentukan galat jika nilai eksak diketahui:
Diketahui bahwa nilai eksak:

fozsinxdx = —cosx|§ =—cos2+cos0 =
1,416.

Sehingga galat: € = 1,416 — 0,909 = 0,507
Menentukan galat jika nilai eksak tidak
diketahui:

leel = =17 (©)1(2 = 0)

b .y
dimana f"'(c) = VR Z_ a(x)

dengan f'(x) =cosx & f"(x) = —sinx ,
sehingga:

foz(— sin x)

2

leg] = =
t 12"

=1 ||2
=3 lcosx||,
1

=§.|c052 — cos 0|

= § (1,416) = 0,472

Berdasarkan perhitungan, diperoleh hampiran

nilai fOZ sin x dx adalah 0,909 dengan galat 0,472.
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5.2 Integrasi Trapesium dengan n Partisi

Integrasi trapesium dengan n partisi bertujuan
untuk memperbaiki akurasi integrasi aturan trapesium,
yakni dengan membuat partisi pada trapesium (partisi
daerah integrasi) dengan lebar yang sama:

Ilustrasi.

R 2 2 I
f"irh',-‘ -
y=Fx) T ] Gl Ge)
fod
Jixy Jixg
Jixs)
{xusf{:l'n:}),
: ‘;-l} - .'X.'n

Gambar 5.3 Integrasi Trapesium dengan n
Partisi

Untuk n + 1 data diperoleh n partisi dengan lebar yang
sama, sehingga interval tiap partisi adalah h = 2=,

Hampiran nilai integral fungsi f(x) pada interval
[x0, x,] adalah:

I = f;:‘f(x) dx
= [2[f (o) + £ 22| + [ [f () +

O] 2 4 -
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+ [0 Con) + £ Ol 2] 4 [ G +

f )] 2]

(o) [[£C20) #F Gl + L) 4 FCall 4 4]
[f (n2) + f Ctne)] + [f (tne) + £ ()]

Y [ (xg) + 2 (1) + + 2f Ceog) + )]
9) [£(xg) + 2(f Ce) + -+ Fn-0)) + £ 050
= x°) [f (o) + @ T FG)) + f ()]

Berdasarkan penjabaran, diperoleh bahwa

hampiran nilai integral fungsi f(x) pada [x,, x,,] sama
dengan jumlah n partisi trapesium:

I=[7fx) dx = (2220) [f(x) + (2 X153 F(x) + £ (x)]

(5.5)

dimana x; = xo + i.h

Galat integrasi aturan trapesium dengan n partisi
diperoleh dengan menjumlahkan galat dari masing-
masing partisi, yakni:

g = — Xl ym o) (5.6)

12n3
dengan f"'(c;) adalah turunan kedua pada c; yang

terletak pada partisi ke-i.
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Persamaan 5.6 dapat disederhanakan dengan
mengestimasi nilai rerata turunan kedua untuk seluruh
interval, yakni:

Yi=1 [ (c) ~ fT PN {l=1f”(ci) ~ N. f”(x) (57)

n

Persamaan 5.7 disubtitusi ke persamaan 5.6 menjadi:

(xn—x0)° _ Firr~ (x9N
g = — X T o g = — ST TGS
f;‘g‘f”( )

—Xo

dimana f”(x) = adalah nilai rerata turunan

kedua.

Sehingga, galat integrasi trapesium dengan n partisi
adalah:

(xn—x0) Frr7—~
& =— [ (%)

12n2
L £

dengan f''(x) = yang merupakan nilai rerata

turunan kedua.

Contoh.
1)  Tentukan hasil dari | 02 sin x dx dengan

menggunakan integrasi aturan trapesium dengan
4 partisi!

Solusi.

Diketahui bahwa f(x) = sinx dengan x, = 0dan

x, = 2, sehingga interval tiap partisi adalah h =
X4—Xo _ ﬁ _ 1

4 4 2
Kemudian ditentukan nilai x; untuk i = 1,2,3
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1 1
1 =x+ih=0+15=26f(3)=0479
Xy =X +ih=0+2-=16 f(1) =084
P h— 1_34
X3=xg+ih=0+32=> f()_o,997

Maka:
I = foz sinx dx = (x‘*_x") [f (xo) +
QXL f)) + fx)]
= ()0 +2(s Q)+ (D)
)]
I'= (3) [0 +2(0,479 + 0,841 + 0,997) + 0,909]
I'=(3)[0+2(2,317) +0,909] = 1,386

Seperti halnya pada integrasi aturan trapesium,

penentuan galat integrasi trapesium dengan 4

partisi dapat dilakukan dalam beberapa kondisi,

yakni:

a) Menentukan galat jika nilai eksak diketahui:
Diketahui bahwa nilai eksak:

fozsinxdx = —cosx|§ = —cos2 + cos 0 =
1,416
Sehingga galat: ¢ = 1,416 — 1,386 = 0,03

b) Menentukan galat jika nilai eksak tidak
diketahui:

_ (2-0)®
gt = 12(42) f”( ) - _Ef”( )
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. e f;c:f”(x)
dimana f (X) = m
dengan f'(x) =cosx & f"(x) = —sinx ,
sehingga:
_ 8 (foz(— sinx))
RNETYS 2
__1 |2
= ——,-cosx|g
1
= —Z.(COSZ —cos0)
= —i. (-1,416) = 0,05
Berdasarkan perhitungan, diperoleh hampiran
nilai | 02 sin x dx adalah 1,386 dengan galat 0,05.

Jika  hasil integrasi aturan trapesium
dibandingkan dengan hasil integrasi trapesium dengan
n partisi, diperoleh bahwa hasil integrasi aturan
trapesium dengan npartisi lebih mendekati nilai eksak.
Semakin banyak partisi yang digunakan, maka nilai
hampiran integral akan semakin mendekati nilai eksak.

5.3 Integrasi Aturan Simpson

Taksiran yang lebih akurat dari suatu integral
diperoleh jika polinomial derajat tinggi digunakan
untuk menghubungkan titik-titik diskrit. Penggunaan
polinomial derajat tinggi dalam menentukan hampiran
nilai integral merupakan prinsip integrasi aturan
Simpson. Aturan Simpson mirip dengan aturan
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trapesium, yaitu keduanya membagi daerah yang akan
diintegralkan dalam interval bagian yang kecil dan
kemudian menjumlahkan semua integral dari daerah
yang dibatasi oleh sumbu yang kecil tersebut. Terdapat
beberapa jenis integrasi aturan Simpson bergantung
dari derajat polinomial sebagai hampiran fungsi, yakni
integrasi aturan 1/3 Simpson dan integrasi aturan 3/8
Simpson.

5.3.1 Integrasi Aturan 1/3 Simpson

Integrasi aturan 1/3 Simpson didasarkan pada
interpolasi polinomial orde dua (interpolasi kuadrat)
dari fungsi f(x) pada [x;_i,x;] untuk setiap i=
1,2, ...,n., sehingga nilai integral fungsi f(x) dituliskan:

I = f;‘ii_l F(x) dx = f;i_l fo(x) dx (5.8)

Misalkan diketahui suatu fungsi f(x) pada
interval [xy, x,] yang akan ditentukan integralnya
digambarkan sebagai berikut.
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'|:x 1 fx,) )

y=f(x)
{x:Jf '[x:))

{xnsf{xn})

xn xi Xa

Z

0

Gambar 5.4 Fungsi f(x) dengan 3 Titik Data

Fungsi f(x) diselesaikan dengan menggunakan fungsi
hampiran yang berupa polinomial orde 2:

{xr f {xi}j

y=f(x)
V=Ff3) {x:,f{x:})

(xosf(xo})

u]
Xg Xy 1y

Gambar 5.5 Fungsi Hampiran f,(x)
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Berdasarakan Gambar 5.5 terlihat bahwa fungsi f,(x)
adalah suatu fungsi parabola yang melalui tiga titik,

yaitu (xo, £(xo)), (x1, £ (x1)), dan(x,, f (x,) )dimana x, =
——2 sehingga berdasarkan pendekatan Taylor orde 2

disekitar titik x; didapat persamaan:

f2(x) = f(x) + fl(x1)((x - x1)) +
f// ((x_;ﬂz)

(5.9)

Persamaan 5.9 disubtitusi ke persamaan 5.8, sehingga
diperoleh hampiran nilai integral fungsi f(x) pada

[Xo, X2]:
= [ (f(xl) + 1) (= 20)) + £ (@)) dx

1 (xz

C220 £ () + 4f (1) + £ (xz)]

Misalkan h = @, diperoleh:

- g[f(xo) +4f (x1) + f(x3)]

(5.10)

Galat integrasi aturan 1/3 Simpson dirumuskan
dengan:
2 F® 00

& = ——f(4)(C) xo < ¢ < x dengan f®(c) = x(;c x
2710
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Contoh.

1)

Tentukan  hasil dari foz sinxdx dengan

menggunakan integrasi aturan 1/3 Simpson!
Solusi.

Diketahui bahwa f(x) = sinx dengan x, = 0Odan

x, = 2, sehingga x, =%= ldanh =@= 1
Hampiran nilai integral diperoleh berdasarkan

persamaan 5.10, yaitu:
I'= [ sinxdx = 2[£(0) +4f (1) + f(2)]
dimana f(0) =sin0=0, f(1) =sinl1 = 0,8415
dan f(2) = sin2 = 0,909, maka diperoleh:
= §[0 + 4(0,8415) + 0,909] = 1,425
Penentuan galat integrasi aturan 1/3 Simpson
dapat dilakukan dalam beberapa kondisi, yakni:

a) Menentukan galat jika nilai eksak diketahui:
Diketahui bahwa nilai eksak:

fozsinxdx = —cosx|§=—cos2+cos0 =
1,416
Sehingga galat: ¢ = [1,416 — 1,425| =
|—0,009] = 0,009

b) Menentukan galat jika nilai eksak tidak
diketahui:

__(752—950)5 4
& = " aso f*(c)
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. Jg2 F®x)
dimana f®(c) = x ! P
X2—Xo
Dengan f'(x) =cosx & f'(x) = —sinx &
f"(x) = —cosx & f®(x) = sinx, sehingga:
(2-0)5 f;oz sinxdx
€ = [T 2880 © 2-0
|—— — cos x|3 |
2880
|— (= cosZ+cosO)|
= |- 22 (1,416)| = 1-0,00787| =
0,00787

Bersdasarkan perhitungan, diperoleh hampiran
nilai foz sinxdx adalah 1,425 dengan galat
0,00787.

5.3.2 Integrasi 1/3 Simpson dengan n Partisi

Integrasi 1/3 Simpson dengan n partisi bertujuan
untuk memperbaiki akurasi integrasi aturan 1/3
Simpson yang dilakukan dengan membuat partisi
dengan lebar yang sama. Seperti halnya pada integrasi
trapesium dengan n partisi, pada integrasi 1/3 Simpson
dengan n partisi diperoleh n partisi dengan lebar yang
samauntuk n + 1 data, sehingga interval tiap partisi
adalah h = %
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Iustrasi.

y=f(x) /

- —
Xy A X2 x

Gambar 5.6 Integrasi 1/3 Simpson dengan n
partisi

Hampiran nilai integral fungsi f(x) pada interval
[x0, x,,] sama dengan integrasi total dari 1/3 Simpson,
yakni:
[= [ 00 dx + [ f(0) dx 4+ [[* f,(0) dox

I (2[f(x) + 47 () + FG)]) + (G 0) + 4 () +
FGe]) + -+
(B1F Gne) + 4 (o) + £ G0

Diperoleh persamaan integrasi 1/3 Simpson dengan n
partisi, yakni:
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f “f(x) dx = (xn_xo) [f (x0) + (427 =1,35,. fx))+
(2 2= 46, f(x])) + f(xn)]

dimana x; = x, + i.h

Galat integrasi aturan 1/3 Simpson dengan n
partisi diperoleh dengan menjumlahkan galat dari
masing-masing partisi:

_ (xp—x)®
& = 17180"04 Z f(4)(ci)

Hasil ini disederhanakan dengan mengestimasi nilai

rerata turunan keempat untuk seluruh interval, yakni:
Ll fP )

_ &0 5@ ) dimana F® (x) = 20

& =
t 180n* Xn—Xo

Contoh.

1) Tentukan hasil dari foz sinxdx dengan

menggunakan integrasi aturan 1/3 Simpson
dengan 4 partisi!

Solusi.

Diketahui bahwa f(x) = sinx dengan x, = 0dan
x, = 2, sehingga interval tiap partisi adalah h =

X4—Xo __ 2-0 _ 1

4 4 2
Kemudian ditentukan nilai x; untuk i = 1,2,3
x=x+ih=0+15=26 f(3)=0479

x2=x0+i.h=0+2.%=1<—>f(1)=0,841
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X3 =Xg+ih=0+3>=2

Maka:
szzsinxdx—(" xO)[f(x0)+(4 s f(x)) +
(2% 46, f (%)) + f ()]
= (2 ) [F o) + 4(F () + fxa)) + 2 () +
fxa)]
=(Dro+4(r() +r () +2rm+
)|
= (i) [0 + 4(0,479 + 0,997) + (2 x 0,841) +
0,909]
= () [0+ 5,904 + 1,682 + 0,909] = 1,416

o f G) = 0,997

Penentuan galat integrasi aturan 1/3 Simpson

dapat dilakukan dalam beberapa kondisi, yakni:

a) Menentukan galat jika nilai eksak diketahui:
Diketahui bahwa nilai eksak:

fozsinxdx = —cosx|§=—cos2+cos0 =
1,416
Sehingga galat: ¢ = 1,416 — 1,416 = 0

b) Menentukan galat jika nilai eksak tidak
diketahui:

(%)
& = 361480104 p 1f(4) (&)
Lt r® @

X4—Xg

dimana f®(x) =
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Dengan f'(x) =cosx < f"'(x) = —sinx &
f""(x) = —cosx & f®(x) = sinx, sehingga:
(2-0)5 (foz(— Sinx))

180x4% 2

t ==

= |— .—cosx|%|
46080

= |—?40 (—cos2 +cosO)|

= |- —=.(1,416)| = 0,000983
1440°
Bersdasarkan perhitungan, diperoleh hampiran
nilai foz sinxdx adalah 1,416 dengan galat
0,000983.

Jika hasil integrasi aturan trapesium dengan n
partisi dibandingkan dengan hasil integrasi aturan 1/3
Simpson dengan n partisi, diperoleh bahwa hasil
integrasi aturan 1/3 Simpson dengan n partisi lebih
mendekati nilai eksak.

Umumnya banyak partisi pada integrasi 1/3
Simpson hanya berlaku untuk jumlah partisi genap.
Jika diinginkan jumlah partisi ganjil, maka digunakan
aturan trapesium atau dengan menggabungkan
integrasi 1/3 simpson dengan n partisi dan integrasi
3/8 Simpson. Berikut akan dibahas mengenai integrasi
3/8 Simpson.
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5.3.3 Integrasi Aturan 3/8 Simpson

Pada integrasi aturan 3/8 Simpson, pendekatan
fungsi f(x) diperoleh dari interpolasi polinomial orde
tiga yang melalui empat titik, sehingga nilai integral
fungsi f (x) dituliskan:

I=[' fG) dx=[}! fo(x) dx
Fungsi f;(x) adalah suatu fungsi yang melalui

empat titik, yaitu:

I=[f(x) dx= % [f (x0) + 3f(x1) + 3f(xz) + f(x3)]

(xo;f(xo)); (X1,f(x1)). (xsz(xz)); dan(xg,f(x3)) .
Hampiran nilai integral fungsi f(x ) pada [x(,x3]
dengan h = xs;xo adalah:

Galat Integrasi Aturan 3/8 Simpson adalah:

g = —&Z;—;‘;)sf(‘*)(c);xo <c<x3 dengan f®(c)=
L M@

X3—X0
Contoh.

1) Tentukan hasil dari f02 sinxdx dengan

menggunakan integrasi aturan 3/8 Simpson!
Solusi.
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Diketahui bahwa f(x) = sinx dengan x, = 0dan

x3 = 2, sehingga h = 23;0 = %

Berdasarkan nilai h, diperoleh nilai x;dan x,:
n=xg+tnh=0+12=26f(%)=0618
Xy =Xg+n.h= 0+2.§=§<—>f(§) = 0,972

Hampiran nilai integral berdasarkan integrasi
aturan 3/8 Simpson, yaitu:

I'=[ysinx dx= @[fm) +3r () +3r (%) +
@]

dimana £(0) = sin0 = 0, f (2) = sin2 = 0,618,
f (g) = Sin% = 0,972, dan f(2) = sin2 = 0,909,
maka diperoleh:

= %[O +3(0,618) + 3(0,972) + 0,909] = 1,42

Penentuan galat integrasi aturan 3/8 Simpson

dapat dilakukan dalam beberapa kondisi, yakni:

a) Menentukan galat jika nilai eksak diketahui:
Diketahui bahwa nilai eksak:

fozsinxdx = —cosx|3 =—cos2+cos0 =
1,416
Sehingga galat: € = 1,416 — 1,42| =
|—0,004| = 0,004

b) Menentukan galat jika nilai eksak tidak
diketahui:
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_ 5
& = — (x3—x0) f(4)(c)

6480
X3 (4

dimana f®(c) = fx‘;:f(x)o@
dengan f'(x) =cosx & f""(x) = —sinx &
f""(x) = —cosx & f®(x) = sinx ,
sehingga:

(2-0)5 fozsinxdx
& = |_ 6480 °  2-0

= |—— — cos x|3 |
6480

= |—6480 (- cosZ+cosO)|

= |- (1416)| = 1-0,007| = 0,007
6480
Berdasarkan perhitungan, diperoleh hampiran

nilai | 02 sin x dx adalah 1,42 dengan galat 0,007.
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RANGKUMAN

1.

Penentuan nilai integral fungsi dapat dilakukan
dengan penggantian fungsi f(x) dengan suatu
fungsi hampiran f,(x) yang lebih mudah
diintegralkan yang dituliskan dengan I =
f; flx) dx = f; fa(x) dx dimana fungsi
fn(x)adalah suatu polinomial derajat n.

Integrasi aturan trapesium didasarkan pada
interpolasi polinomial linier. Rumus integrasi

aturan  trapesium  adalah [ = %[f (%) +

f(x)]. (x; — x0). Galat integrasi aturan trapesium
_ 3

adalah |e;| = 220 |£7(0));xp < ¢ < x; dengan

" M E)) _

f"(c) = v Yang merupakan nilai rerata
turunan kedua.

Integrasi trapesium dengan n partisi bertujuan
untuk memperbaiki akurasi integrasi aturan
trapesium dengan membuat partisi pada
trapesium (partisi daerah integrasi) dengan lebar
yang sama. Rumus integrasi trapesium dengan n

partisi adalah I = (x”_x") [f (x0) +

2n
QY™ f(x)) + f(x,)] . Galat integrasi aturan
trapesium dengan n partisi adalah ¢ =
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ot TGS dengan F7G) = 2 yang
merupakan nilai rerata turunan kedua.
4. Integrasi aturan Simpson menggunakan
polinomial derajat tinggi dalam menentukan
hampiran nilai integral. Terdapat beberapa jenis
integrasi aturan Simpson bergantung dari derajat
polinomial sebagai hampiran fungsi, yakni:
a) Integrasi aturan 1/3 Simpson

Integrasi aturan 1/3 Simpson didasarkan

pada interpolasi polinomial orde dua. Rumus
integrasi aturan 1/3 Simpson adalah I =
2[f(xo) + 4f (1) + f(x,)] dengan h = %% dan

Xo+Xxo

X == Galat integrasi aturan 1/3 Simpson
5
dirumuskan dengan ¢, = —% F®()xg < c<xy
2@
dengan f®(c) = ——
X2—Xo

b) Integrasi 1/3 Simpson dengan n partisi
Integrasi 1/3 Simpson dengan n partisi
bertujuan untuk memperbaiki akurasi integrasi
aturan 1/3 Simpson yang dilakukan dengan
membuat partisi dengan lebar yang sama. Rumus
integrasi 1/3 Simpson dengan n partisi adalah

1—(“ ) [£(xo) + (4 2155, f () +
(2X72346,..f(x7)) + f(x)]. Galat integrasi aturan
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1/3 Simpson dengan n, yakni: & =
L f® @

Xn—Xo

— Lol £ (x) dimana f @ (x) =

c¢) Integrasiaturan 3/8 Simpson

Integrasi aturan 3/8 Simpson didasarkan
pada interpolasi polinomial orde tiga yang melalui
empat titik. Rumus integrasi aturan 3/8 Simpson

adalah 1== [f(xo) +3F(xy) +3F(x,) +
f(x3)]dengan h = 2-%¢ Galat integrasi aturan 3/8

Simpson, yakni &, = —% F®();xg <c < x5

PRI

X3—Xo

dengan f®(c) =
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LATIHAN

1. Tentukan hasil dari | 01

1
dx dengan
1+x2 &

menggunakan integrasi aturan trapesium dan
integrasi trapesium dengan 4 partisi. Kemudian
bandingkan hasilnya.

2. Tentukan hasil dari f012cos x?dx dengan

menggunakan integrasi aturan 1/3 Simpson,
integrasi 1/3 Simpson dengan 4 partisi, dan
integrasi aturan 3/8 Simpson. Kemudian
bandingkan hasilnya.

3. Tentukan hasil dari f13 i dx dengan menggunakan

integrasi 1/3 Simpson dengan 4 partisi dan 8
partisi. Kemudian bandingkan hasilnya.

4. Apakah metode yang tepat digunakan untuk
menentukan luas di bawah kuva dimana kurva
dibentuk berdasarkan data pada tabel berikut.

xX|0 |05|1 |1,5|2 2513 |35|4
y|23/19 |14 |11 [12,5|16 | 19|20 |20

Tentukan nilai hampiran dan galatnya.
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¥ Mahasiswa \" Microsoft)

menunjukkan Kinerja
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tanggung jawab dalam ———
menerapkan  konsep

teoretismetode

numerik dalam
menyelesaikan soal
yang terkait dengan
menentukan solusi

Persamaan Diferensial.
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Persamaan diferensial (PD) adalah suatu
persamaan yang mengandung turunan fungsi dengan
jumlah variabel bebas adalah satu. Bentuk baku PD
orde satu dengan nilai awal, yaitu:

% = f(x,y), dimana nilai awal y(x,) = y,
PD orde satu yang tidak mengikuti bentuk baku harus
ditulis ulang menjadi bentuk persamaan seperti di atas

agar dapat diselesaikan secara numerik.

Solusi persamaan diferensial adalah suatu fungsi
yang memenuhi persamaan diferensial dan juga
memenuhi kondisi awal yang diberikan pada
persamaan tersebut.Dalam penyelesaian persamaan
diferensial secara analitik biasanya dicari solusi umum
yang mengandung konstanta sebarang dan kemudian
mengevaluasi konstanta tersebut sedemikian sehingga
hasilnya sesuai dengan kondisi awal.Untuk
mendapatkan solusi tunggal diperlukan informasi
tambahan, misalnya nilai y(x) dan/atau turuannya
pada nilai x tertentu. Untuk persamaan orde n biasanya
diperlukan n kondisi untuk mendapatkan solusi
tunggal y(x). Apabila semua n kondisi diberikan pada
nilai yang sama (misalnya x,), maka permasalahan
disebut dengan masalah nilai awal. Apabila
dilibatkan lebih dari satu nilai x, permasalahan disebut
dengan masalah nilai batas.
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Solusi persamaan diferensial secara numerik adalah
berupa tabel nilai-nilai numerik dari fungsi untuk
berbagai variabel bebas. Penyelesaian suatu persamaan
diferensial dilakukan pada titik-titik yang ditentukan
secara berurutan.Untuk mendapatkan hasil yang lebih
teliti maka jarak (interval) antara titik-titik yang
berurutan tersebut dibuat semakin kecil.Solusi
persamaan diferensial diperoleh dengan mencari nilai y
sebagai fungsi dari x.

Untuk menentukan solusi persamaan diferensial
secara numerik digunakan kemiringan kurva.
Persamaan diferensial memberikan kemiringan kurva
pada setiap titik sebagai fungsi x dan y. Hitungan
dimulai dari nilai awal yang diketahui, misalnya di titik
(%0, y0) kemudian dihitung kemiringan kurva di titik
tersebut dan diteruskan dengan membuat interval kecil
pada garis singgung tersebut. Apabila interval adalah h,
maka hitungan sampai pada titik baru x; = x, + h dan
dari kemiringann garis singgung. Secara umum, rumus
menentukan nilai x adalah:

X r4+1 = X, + h o nilai baru
= nilai lama
+ (kemiringan x ukuran langkah)

Sehingga berdasarkan persamaan diferensial akan
diperoleh nilai baru y, yaitu y;. Prosedur ini diulangi
lagi untuk mendapatkan nilai y selanjutnya.
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Berikut ini disajikan contoh penentuan solusi
persamaan diferensial secara analitik.

Contoh:
Tentukan solusi persamaan diferensial berikut dengan
nilai awal y(0) =1
8
dx
Solusi.
Y — sinx o dy = sinx dx
dx
o [dy = [sinxdx
©oy+Cl=—cosx+(C2
&y =C—cosx,dengan C = C2 — C1
Untuk y(0) =0 diperoleh y=C—-cosx o 1=C—
cos0 & C =2

= sinx

Sehingga diperoleh solusi unik/tunggal y = 2 — cos x
Jika ingin diketahui solusi persamaan pada 0 < x < 4,
maka dapat diihat pada tabel berikut:

X y=2—cosx
0 1
1 1,459698
2 2,416147
3 2,989992
4 2,653644

Berdasarakan tabel, fungsi y =2 - cosx dapat
digambarkan sebagai berikut:
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25|

0.5 |

0

Gambar 6.1 Fungsiy =2 —cosxpada0 <x <4

Berdasarkan contoh terlihat bahwa pada metode
analitik nilai awal berfungsi untuk memperoleh solusi
yang unik, sedangkan pada metode numerik nilai awal
berfungsi untuk memulai iterasi. Berikut ini disajikan
beberapa metode numerik dalam menentukan solusi
persamaan diferensial.

6.1 Metode Euler

Metode Euler adalah salah satu metode numerik
untuk menentukan solusi persamaan diferensial orde

satu yang berbentuk % = f(x,y) dengan nilai awal

y(xo) = y,. Konsep metode ini didasarkan pada deret
Taylor, yakni:
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(x1+1 Xi)

y(xip1) = y(x) + =y (x;)
o y(xip1) = y(x) + hy (x;) dimana h = x;,; —
Xi

(6.1)

Berdasarkan persamaan 6.1, terlihat bahwa
penentuan nilai y(x;,;) didasarkan pada kemiringan
garis yang merupakan turunan y(x;). Oleh karena itu
pada metode Euler, turunan dalam persamaan
diferensial diganti dengan suatu turunan numerik.
Metode Euler menghampiri turunan pertama di x = x;
dengan persamaan:

4y Yier=¥i _ Yir17Vi N —
dx Xi+1-X; Ax f(xl'yl) dimana :V(xl) =JYi

adalah hampiran nilai y di x;, sehingga persamaan 6.1
menjadi:

y(xiy1) = y(x;) + h. f(x;,y:);i =0,1,2, ...

(6.2)

Persamaan 6.2 merupakan rumus metode Euler yang
menghasilkan  barisan  numerik. = Penggunaan
persamaan 6.2 dilakukan setelah penentuan titik-titik
dalam jarak yang sama di dalam interval [a, b], yaitu
dengan menerapkan X; = xo +i.h untuk i =0,1,2,.

dan h = ¢ yang merupakan jarak antar titik (lebar)

Selanjutnya, galat metode Euler dapat ditentukan
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hZ
dengan rumus g = Y y"(c,) dengan x; <c < xj;1

maupun dengan menerapkan rumus galat relatif.
Metode Euler memiliki kelemahan, yakni metode

ini memberikan hampiran solusi yang kurang baik.

Namun metode ini cukup membantu untuk memahami

gagasan dasar metode penyelesaian PD dengan orde

yang lebih tinggi.

Contoh:

1)  Gunakan metode Euler untuk menentukan solusi

numerik dari PD orde satu
dy

— =sinx

dx

dimana 0 < x < 4;y(0) = 1 dengan h = 0,5 dan
h = 0,25

Solusi Numerik 1.
v’ Diketahui: % =sinx = f(x;,y;)
v' Lebar tiap titik data: h = 0,5
v' Titik-titik iterasi:
Xi= xg +i.h &x5=0
ox;=x +(1x%x05) =0+

0,5=0,5
o x,=x9+(2x%x05)=0+
1=1
ox3=x0+(3%x05)=0+
=15
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ox,=x0+(4x%x05)=0+
2=2
oxs=x)+(5x%x05)=0+
2=25
o xe= x9 +(6%x05)=0+
3=3
ox;,=x0+(7%x05)=0+
2=35
o xg=x9 +(8x%x05)=0+
4=4
v" Solusi numerik: y(x;,1) = y(x;) + h. f(x;, v;)

Untuk i = 0 diperoleh:

y(x1) = y(x0) + h. f(x0,¥0)

© y(0,5) = y(0) + h.£(0,1)

dimana 2 ~ f(x;, ;) = f (%0, ¥0) = £(0,1) =

sin 0 = 0, maka:

< v(0,5) ~1+(0,5.0)=1

Sehingga y(0,5) =y, = y(x;) = 1

Untuk i = 1 diperoleh:

y(xz) = y(x1) + h. f(x1, 1)

o y(1) = y(0,5) + h.f(0,5,1)

dimana f(x;,y;) = f(0,5,1) =sin0,5 =0,48 ,

maka:

o y(1) =1+ (0,5.0,48) = 1,24

Sehingga y(1) = y(x,) =y, = 1,24

Untuk i = 2 diperoleh:
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y(x3) = y(x3) + h.f(x3,¥2)
o y(1,5) = y(1) + h. f(1,1,24)
dimana f(x,,y,) = f(1,1,24) =sin1 =0,84 ,
maka:
- y(1,5) = 1,24 + (0,5.0,84) = 1,66
Sehingga y(1,5) = y(x3) =y; = 1,6
Solusi Numerik 2.
v Diketahui: 2 = sinx ~ £ (x;, y;)
v’ Lebar tiap titik data: h = 0,25
v" Titik-titik iterasi:
X;= X9 +i.h &xy=0
o x; = x0+(1x0,25) =0+

0,25 = 0,25

o x, = x9+(2x%x025) =0+
0,5=05

o x3=x9+(3x%x0,25) =0+

0,75 =10,75

© X6 = X9 + (16 %X 0,25) =0+
4=4
v" Solusi numerik: y(x;.1) = y(x;) + h. f(x;, y;)
Untuk i = 0 diperoleh:
y(x1) = y(xo) + h. f (x0,0)
oy(2) =y +hfO1)
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dimana 2 ~ f(x;, 1) = f (%0, ¥0) = £(0,1) =
sin0 = 0, maka:

« v(0,25) = 1+ (0,25.0) =1

Sehingga y(0,25) = y; = y(xy) = 1

Untuk i = 1 diperoleh:

y(x2) = y(x1) + h. f(x1, 1)

< v(0,5) = y(0,25) + h. £(0,25,1)

dimana f(x;,y;) = £(0,25,1) = sin 0,25 = 0,25
< v(0,5) = 1+ (0,25.0,25) = 1,06

Sehingga y(0,5) = y(x,) = y, = 1,06

Untuk i = 2 diperoleh:

y(x3) = y(xz) + h.f(x3,52)

& ¥(0,75) ~ y(0,5) + h. £(0,5,1,06)

dimana f(x5,v,) = £(0,5,1,06) = sin0,5 =
0,48, maka:

o y(0,75) ~ 1,06 + (0,25.0,48) = 1,18
Sehingga y(0,75) = y(x3) = y; = 1,18

Penghitungan galat untuk h = 0,5 dan h = 0,25
dilakukan dengan menggunakan rumus galat

relatif |&,| =

nilai eksak—nilai hampiran

X 100%

nilai eksak

Proses perhitungan pada solusi 1 dan solusi 2 diteruskan

sehingga diperoleh hasil berikut:

h=0,5 h =10,25
Yeksak
Yeuler Galat (%) Yeuler Galat (%)
0 1 1 1
0,25| 1,03 1 3,02
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0,5 1,12 1 10,91 | 1,06 5,40
0,75| 1,27 1,18 6,83
1| 1,46 1,24 15,07 | 1,35 7,37
1,25| 1,68 1,56 7,25
1,5/ 1,93 1,66 13,93 | 1,80 6,71
1,75| 2,18 2,05 5,93
2| 2,42 2,16 10,63 | 2,30 5,01
2,25| 2,63 2,52 4,02
2,5 2,80 2,61 6,69 | 2,72 3,01
2,75\ 2,92 2,87 1,97
3] 2,99 2,91 2,57 | 2,96 0,94
3,25| 2,99 3,00 0,10
3,5 2,94 2,98 1,61 | 2,97 1,15
3,75| 2,82 2,88 2,20
4| 2,65 2,81 583 | 2,74 3,24

Dengan menggunakan h yang berbeda, diperoleh
nilai yang berbeda juga. Penggunaan h yang lebih
kecil akan memberikan hasil yang lebih teliti. Hal
ini merupakan konsep dasar pada metode Euler,
yakni h yang semakin kecil akan memberikan
ketelitian hasil yang lebih baik.

6.2 Metode Runge Kutta

Metode Runge Kutta adalah metode yang
memberikan ketelitian hasil yang lebih baik
dibandingkan metode Euler. Secara umum, formula
metode Runge Kutta adalah:
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y(xip1) = y(x) +

h. F(xi, Vi, h)

(6.3)

Dimana F(x;,y;; h) adalah fungsi pertambahan yang
dinotaSikan F = a1k1 + azkz + a3k3 + -+ ankn

dengan a; adalah kontanta dan nilai k dapat diperoleh
dengan cara berikut:

ky = f(xi,y:)

ky = f(x; + p1h, yi + q11k1h)

ks = f(x; + p2h, yi + qa1k1h + a2k, h)

kn = f(xi + Pu-1h yi + qn-1,1k1h + qn_12kh + - +
Gn-1n-1kn-1h)

Nilai p dan ¢q diperoleh dengan menyamakan
persamaan 6.3 dengan suku-suku deret Taylor.

Tipe-tipe metode Runge Kutta bergantung pada
nilai n yang merupakan orde Runge Kutta.Untuk n = 1,
metode Runge Kutta dikenal dengan metode Euler.
Metode Runge Kutta yang banyak digunakan dalam
menentukan solusi persamaan diferensial adalah
metode Runge Kutta orde 4 dengan bentuk umum
sebagai berikut:

y(xip1) =y(x;) + h E (ky + 2ky + 2k3 + k4)]

(6.4)
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dengan,

ki=f(xuy:)

k, = f(x; +0,5h,y; + 0,5k h)
ks = f(x; + 0,5h,y; + 0,5k, h)
ks = f(xi+ h,y; + ksh)

Contoh:
1)  Gunakan metode Runge Kutta orde 4 untuk

menentukan solusi numerik dari PD orde satu
Z—z =sinx , dimana 0 <x <4;y(0) =1 dengan
h=0,5
Solusi.
v" Diketahui bahwa: f(x;,y;) = sinx
v" Lebar tiap titik data: h = 0,5
v' Titik-titik iterasi:

Xi= X9 +i.h ©xy=0

ox;=x +(1x%x05) =0+

0,5=0,5
ox,=x0+(2%x05)=0+
1=1
ox3=x0+(3%x05)=0+
1,5=1,5

o x,=x9+(4x%x05)=0+
2 =
oxs=x9+(5x%x05)=0+
2,5=25
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© Xeg = Xo +(6X0,5)=O+

3=3

o X7 = X +(7><§)=0+
35=35

o xg=x9+(8x%x05)=0+
4 =4

v Perhitungan nilai y(x;;;) untuk i=0
dilakukan dengan mencari nilai k terlebih
dahulu, yakni:
ki = f(x0,¥0) = f(0,1) =sin0 =0
k, = f(xo + 0,5h,y, + 0,5k, h)

= f(0+(0,5.0,5),1 + (0,5.0.0,5))
= f(0,25,1)
=sin 0,25 = 0,25
ks = f(xq + 0,5h,y, + 0,5k, h)
= f(0+(0,5.0,5),1 + (0,5.0,25.0,5))
= £(0,25,1,06)
=sin 0,25 = 0,25
ky = f(xo + hyo + ksh)
= f(0+0,51+ (0,25.0,5))
= £(0,5,0,125)
=sin0,5 = 0,48
Sehingga diperoleh:

y(er) = y(xo) + |3 (ky + 2Ky + 2k + ky) |
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y(e) = y(0,5) =y, =1+ 0,5 [2(0 + (20,25) +
(2.0,25) +0,48)|
y(e) = y(0,5) =y, =1+ 0,5 [2(0 + (20,25) +

(2.0,25) + 0,48)] =112

v Penghitung nilai y(x;, ) untuk i = 1 dilakukan
dengan mencari nilai k terlebih dahulu, yakni:
ki = f(xy,¥1) = £(0,5,1,12) = sin0,5 = 0,48
k, = f(x; + 0,5Ax,y; + 0,5k;Ax)

= (0,5 + (0,5.0,5),1,12 + (0,5.0,48.0,5))
= f(0,125,1,24) = sin 0,125 = 0,68
ks = f(x, + 0,5Ax,y; + 0,5k,Ax)
= (0,5 + (0,5.0,5),1,12 + (0,5.0,68.0,5))
= £(0,125,1,29) = sin 0,125 = 0,68
ky = f(xy + h,ys + k3h)
= (0,5 +0,5,1,12 + (0,68.0,5))
= f(1,1,46) = sin1 = 0,84
Sehingga diperoleh:
y(2) = y(xr) + h|E Chy + 2k; + 2k + k)]
y(2) = y(1) = y; = 1,12+ 0,5 [2 (0,48 + (2.0,68) +

(2.0,68) + 0,84)] = 1,46

Penghitungan galat dilakukan dengan

menggunakan rumus galat relatif:
nilai eksak—nilai hampiran
P22 % 100%

|€t| - nilai eksak
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Proses perhitungan diteruskan sehingga
diperoleh hasil berikut:

. Galat
! Xi key k, k3 ky Vi Veksak (%)
0
0 0 0,247404| 0,247404| 0,479426 1 1 0
1
0,5 |0,479426|0,681639| 0,681639| 0,841471| 1,12242| 1,122417| 0,000238
2
1 |0,841471|0,948985| 0,948985| 0,997495|1,459708| 1,459698| 0,000689
3
1,5 | 0,997495|0,983986| 0,983986| 0,909297|1,929283| 1,929263| 0,001053
4
2 |0,909297|0,778073| 0,778073| 0,598472|2,416178| 2,416147| 0,001281
5
2,5 |0,598472|0,381661| 0,381661| 0,14112(2,801183| 2,801144| 0,001406
6
3 | 0,14112 | -0,1082 | -0,1082 | -0,35078|2,990036 | 2,989992| 0,001455
7
3,5 | -0,35078| -0,57156| -0,57156| -0,7568|2,936499| 2,936457| 0,001442
8
4 | -0,7568 |-0,89499| -0,89499| -0,97753| 2,65368| 2,653644| 0,001362
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RANGKUMAN

1.  Penentuan solusi persamaan diferensial secara
numerik dilakukan dengan menggunakan
kemiringan kurva.

2. Metode Euler adalah salah satu metode numerik
untuk menentukan solusi persamaan diferensial
orde satu yang menghampiri turunan dalam

persamaan diferensial dengan suatu turunan

numerik, yakni % ~ f(x;,v;) . Rumus metode
Euler adalah y(x;,1) = y(x;) + h. f(x;,y;) dimana

h — Xn—Xo
n

di x;untuk i = 0,1,2, .... Galat metode Euler dapat

dan y(x;) = y; adalah hampiran nilai y

2
ditentukan dengan rumus ¢, = h? y"(c,) dengan

x; < ¢ < x;,; maupun dengan menerapkan rumus
galat relatif.

3. Metode Runge Kutta adalah metode yang
memberikan Kketelitian hasil yang lebih baik
dibandingkan metode Euler. Formula metode
Runge Kutta adalah y(xiv1) = y(x;) +
h.F(x;,y;; h) dimana F(x; y; h) adalah fungsi
pertambahan yang dinotasikan F = a;k, + ak, +
asks; + -+ a,k, dengan a; adalah kontanta dan
nilai k dapat diperoleh dengan cara berikut:

ky = f(xi, )
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k, = f(x; + p1h,yi + q11k1h)
ks = f(x; + p2h, yi + q21k1h + g2k, h)

kn = f(x; + D1l i + qn-1,1k1h + Gn-12k2h +
“+ qno1n-1kn-1h)

Metode Runge Kutta orde 4 dirumuskan dengan
y(tian) = y() + b [ (ky + 2k, + 2Kk3 + k)|
dengan nilai k adalah:

ki = f(xi )

k, = f(x; + 0,5h,y; + 0,5k, h)

ks = f(x; + 0,5h,y; + 0,5k, h)

ko= f(x + hy + ksh)
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LATIHAN

1.

2)

3)

Pertimbangkan masalah menentukan nilai uang saat
ini dan akan datang dengan menggunakan suku
bunga. Misalkan pada saat t = 0 didepositokan uang
sebesar 1000 dolar dengan tingkat suku bunga 7%.
Kita ingin mengetahui berapa jumlah uang pada saat
t = 20. Bila Q(t)adalah jumlah uang pada saat tahun

ke-t. Maka tingkat perubahan Q(t) adalah: Z_f =

0,07Q dengan Q(0) = 1000 dolardan 0 < t < 20

a) Tentukan solusi analitik

b) Tentukan solusinya menggunakan metode
euler dengan menggunakan At = 1

¢) Tentukan solusinya menggunakan metode
euler dengan menggunakan At = 10

d) Simpulkan hasil yang diperoleh

Gunakan metode Runge Kutta orde 4 untuk

menentukan solusi numerik dari PD orde satu z—i =
% , dimana 0 < x < 3;y(0) =1 dengan h =0,5

dan h = 0,25. Bandingkan hasil yang diperoleh.
Gunakan metode Euler dan metode Runge Kutta
orde 4 untuk menentukan solusi numerik dari PD

orde satu %=y—x2+1 , dimana 0<x<

2;y(0) =0,5;n =10 . Bandingkan hasil yang
diperoleh.
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Bisection Method : metode bagi dua 9
error: galat 3
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